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1. Analytickd geometrie a motivace k soustavam rovnic

Cv. 1.1

Cv. 1.2

Cv. 1.3

Vyjmenujte co nejvice zplisobt, jakymi lze zadat piimku v prostoru. Diskutuje
predpoklady a omezeni jednotlivych pfistupii.

Reseni:
Moznosti je cela rada:

e Bod a smérnice primky. Bod miize byt libovolny bod na piimce, smérnice
je libovolny nenulovy vektor.

e Duva body na primce. Libovolné, ale rizné, body na piimce.

e Dvée rovnice. Dvé rovnice musi popisovat rizné roviny, to znamené, ze jedna
nesmi byt nasobkem druhé. Navic jejich norméaly nesmi byt nulové vektory,
jinak by rovnice nepopisovala rovinu.

Najdéte rovnicové vyjadieni roviny, které je popsana bodem [3, 2, 1] a smérnicemi
(1,1,1), (2,-1,0).

Reseni:

Normalu ziskdme napiiklad vektorovym souc¢inem smérnic (1,1,1) x (2, —1,0) =
(1,2, —-3). Rovnice ma tudiz tvar x; + 2x2 — 3z3 = d. Absolutni ¢len d ur¢ime ze
znalosti bodu roviny, tedy d =1-3+2-2 —3-1 = 4. Rovnice tak je

Ty + 229 — 323 = 4.

Pokud se chceme vyhnout pouziti vektorového soucinu (nebo jej nezname), bu-
deme uvazovat normélu v obecném tvaru (a,b,c) a rovnici tak ve tvaru az; +
bxs + cxz = d. Protoze rovina obsahuje bod [3, 2, 1], dostavame rovnici

3a+2b+c=d.

JelikoZ rovina ma smérnice (1,1,1), (2, —1,0), které musi byt kolmé na normalu,
dostavame dalsi dvé rovnice

a+b+c=0, 2a—0=0.

Celkem tak mame 3 rovnice o 4 neznamych. To neni prekvapivé, protoze vysledné
rovnice neni jednoznacna — mohu uvazovat jeji libovolny nasobek. Kazdopadné
vyTeSenim soustavy dostaneme jako feSeni a = ¢, b = 2t, ¢ = —3t, d = 4t, kde
t € R je libovolné. Zvolime napiiklad ¢ = 1 (nebo jakékoli jiné nenulové t) a
méame jako feSeni rovnici

1 + 2{172 - 31'3 = 4.

Na zavér doporucujeme udélat zpétnou zkousku dosazenim bodu a smérnic!
Najdéte parametrické vyjadreni roviny 2x, 4+ 3x9 + 23 = 4.

Reseni:
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Cv. 14

Cv. 1.5

Cv. 1.6

Jeden bod roviny najdeme tak, ze zvolime libovolné hodnotu dvou slozek a dopo-
¢itdme tu zbylou. Napriklad zvolme x5 = x3 = 0 a z rovnice dostaneme z; = 2.
Tudiz mame bod [2, 0, 0].

Smérnice ziskdme jako dva ruzné vektory (jeden nesmi byt nasobkem druhého),
kolmé na normalu (2,3,1). MaZeme to snadno uhadnout a zvolit napiiklad
(0,1,-3) a (1,0, —2). Kdo to nevidi hned, uvédomi si, ze smérovy vektor (a, b, ¢)
musi byt kolmy na normaélu, tj. 2a + 3b + ¢ = 0. Z této rovnice najdeme dvé
rizné feSeni. Napiiklad dosadime a = 0,b = 1 a dopocitame ¢ = —3, a jako
druhé teseni dosadime a = 1,b = 0 a dopocitame ¢ = —2. Opét musime byt
trochu opatrni, aby smérnice neudavali stejny smér.

Urcete parametricky popis piimky, zadané dvéma rovnicemi:

I'1+3.T2—|—£E3:2, 2$1+5l’2+1’3:3.

Reseni:

V zasadé vytesime soustavu rovnic a vyjadiime feSeni pomoci parametru ¢ .
Napftiklad eliminaci proménné x; dostaneme rovnici xs + x3 = 1. Zvolime t = x3
jako parametr a pomoci néj vyjadiime ostatni proménné. Z rovnice x5 + 3 = 1
odvodime xo = 1 — x3 = 1 — t. Z puvodni rovnice x; + 3xo + x3 = 2 vyjadiime

Vysledek: [xq, 29, 23] = [-14+2t,1—t,t] = [-1,1,0]+¢(2,—1,1). To jest, piimka
prochazi bodem [—1,1,0] a ma smérnici (2, —1,1).

Najdéte dveé rovnice, popisujici piimku [3,2,1] +#(1, —1,1).

Reseni:

Kazd4a rovnice musi vyhovovat bodu [3,2,1] a jeji normala musi byt kolma na
smérnici (1, —1,1). Navic dvé vysledné rovnice musi popisovat odlisné roviny,
tedy nesmi byt az na nasobek stejné.

Zvolme normalu napiiklad (1,1,0), ta je kolma na smérnici. Norméle odpovida
rovnice 1 + z3 = d a ze znalosti bodu [3,2,1] odvodime d = 5. Nyni zvolme
jinou normalu, napiiklad (0,1, 1), ktera je téZ kolma na smérnici. Ta odpovida
rovnici xo +x3 = d’ a ze znalosti bodu [3, 2, 1] odvodime d’ = 3. Tudiz vysledkem
jsou rovnice x1 + r9 = 5, Ty + 3 = 3.

Poznamenejme, Ze TeSeni neni jednoznac¢né. V druhém kroku jsme mohli zvolit
normalu (1,0, —1), kterd vede na rovnici x; — z3 = 2. TudiZ rovnice z1 + x5 = 5,
r1 — x3 = 2 dévaji také spravné resSeni.

Dale jesté podotknéme, ze dvé rovnice staci. Pokud bychom k rovnicim 1+ x5 =
5, xo+x3 = 3 pridali jesté rovnici x1—x3 = 2, tak soustava r1+x, = 5, xo+13 = 3,
xr1 — x3 = 2 sice stale popisuje zadanou primku, ale tfeti rovnice je redundantni.
Vskutku, ¢tenar jisté snadno ovéri, ze je rozdilem prvni a druhé rovnice.

Uréete viechny mozné vzajemné polohy dvou pi¥imek v prostoru R3. Dale, po-
piste, jak 1ze dané polohy zjistit, pokud jsou obé primky definovany parametricky
nebo rovnicemi.
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Reseni:
Mozné polohy piimek:

o Rovnobéziné.

Parametricky: Smérovy vektor jedné piimky je nésobkem smérového vek-
toru druhé primky, ale piimky nemaji prisecik.

Rovnicové: Vsechny normaly jsou v jedné roving, tj. kazdou normalu mohu
vyjadrit jako soucet nasobki normal rovnic druhé primky. Dale, zadny bod
nevyhovuje v8em rovnicim naraz.

Totozné.

Parametricky: Smérovy vektor jedné pfimky je nasobkem smérového vek-
toru druhé primky a navic ptimky maji prusecik.

Rovnicové: VSechny normaély jsou v jedné roviné, tj. kazdou normalu mohu
vyjadrit jako soucet ndsobkii normél rovnic druhé primky. Déle, aspon jeden
bod vyhovuje vSem rovnicim naraz.

Riznobézné.

Parametricky: Smérovy vektor jedné pfimky neni nasobkem smérového vek-
toru druhé primky a pfimky maji prisecik.

Rovnicové: Aspon jednu normalu nemohu vyjadfit jako soucet nédsobkt nor-
mal rovnic druhé primky. Déle, aspon jeden bod vyhovuje vSem rovnicim
naraz.

Mimobezné.

Parametricky: Smérovy vektor jedné ptimky neni ndsobkem smérového vek-
toru druhé piimky a primky nemaji prusecik.

Rovnicové: Aspon jednu normalu nemohu vyjadfit jako soucet nédsobki nor-
mal rovnic druhé piimky. Déle, zddny bod nevyhovuje vSem rovnicim naraz.

Cv. 1.7 Urcete vzajemnou polohu dvou pfimek, zadanych bodem a smérnici

Cv. 1.8

p:[1,5,3], (1,-2,-2), q:[3,1,—1], (—1,2,2).

Reseni:

Protoze jsou smérnice az na nésobek stejné, jsou primky rovnobézné nebo to-
tozné. Snadno ovéfime, Ze bod [1, 5, 3] pfimky p lezi na pfimce ¢, nebot [1,5, 3] =
3,1, —1] + ¢t(—1,2,2) pro t = 2. TudiZ jsou pfimky totozné.

Najdéte kvadratickou funkei, prochézejici body [1,1], [2,2], [3,7].

Reseni:

Kvadraticka funkce ma tvar y = ax? + bz + ¢. Dosazenim tiech bodi dostavame
soustavu ti{ rovnic o tfech neznamych

a+b+c=1,4a+2b+c=2, 9a+3b+c=T7T,

z ¢ehoz vypocitdme a = 2, b = —5, ¢ = 4. Vysledna funkce tudiz je

y = 22% — bx + 4.
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Cv. 2.1

Cv. 2.2

2. Soustavy linearnich rovnic

Zapiste rozsifenou matici soustavy

T —|—332 = 6,
—3r1 + 19 = 2,

a vyTeste soustavu Gaussovou—Jordanovou eliminaci. Znazornéte reseni soustavy
graficky jako prusecik piimek (fadkovy pohled) a jako soucet vektoru (sloupcovy
pohled).

Reseni:
Rozsifena matice soustavy je

1 1(6
-3 1|2/

Aplikaci elementarnich radkovych uprav snadno nalezneme feSeni (z1,x2) =

(1,5):
116 11| 6 1 1]6 1 0|1
3 1|2 0 420 0 1[5 0 1[5/

T

(1,—/3)

Rovnice 1 + 9 = 6 a —3zy + o = 2 popisuji dvé primky v roviné, reSeni
soustavy (1,5) je jejich prusecikem.
Sloupce rozsifené matice soustavy miizeme zakreslit jako vektory v roviné. Reseni

soustavy pak fiké, ze vektor (6,2) dostaneme sec¢tenim (1-krat prodlouzeného)
vektoru (1, —3) a 5-krat prodlouzeného vektoru (1,1).

Vyteste Gaussovou nebo Gaussovou—Jordanovou eliminaci nasledujici soustavy
rovnic a urcete hodnost matic:

2 —3 4]2 5 -3 6] 2 10 -1 0|1
(@) {4 1 22|, ® 1 =2 1] 3|, © |01 2 -1|3
1 -1 33 2 3 3|-1 12 3 —1|7



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 1

ReSeni:

(a)

Aplikaci elementérnich fadkovych tprav prevedeme rozsifenou matici sou-
stavy do odstupnovaného tvaru:

2 =3 412 1 -1 3|3 1 -1 3 3
4 1 212 ~12 -3 42| ~(0 -1 =2| —4]|~
1 -1 3|3 4 1 2|2 0 5 —10]-10
1 -1 3| 3
~l0o -1 —2| —4
0 0 —20|-30
Zpétnou substituct ziskime jediné FeSeni soustavy (z1, z2,z3) = (—3,1,3).

Alternativné mizeme také pouzit Gaussovu—Jordanovu eliminaci a prevést
matici do redukovaného odstupnovaného tvaru

0
1
0

O O =
— O O

1
2
1
3
2

Hodnost matice je dana po¢tem nenulovych fadki (poc¢tem pivoti) odstup-
novaného tvaru. V tomto pripadé plati rank(A) = rank(A | b) = 3.

Opét upravime matici pomoci elementarnich fadkovych tprav:

5 =3 6| 2 1 -2 1 3 1 =21 3
1 -2 1} 3| ~1|5 -3 6| 2|~10 7 1|-13]~
2 3 3|1 2 3 3]|-1 o 7 1| =7
1 =21 3
~10 7 1|-13
0 00 o}

Posledni rddek upravené matice reprezentuje rovnici Oxq + Oxy + Oxg = 5,
soustava tedy nemé feSeni.

Vidime, Ze se v poslednim sloupci upravené matice nachazi pivot a hodnost
rozsifené matice soustavy je rank(A | b) = 3, zatimco rank(A) = 2.

Aplikaci elementéarnich uprav prevedeme matici na tvar:

10 -1 01 10 -1 0|1 10 -1 0|1
601 2 -1{3]~(01 2 —-1(3]~101 2 —-1]|3
12 3 1|7 02 4 —-1|6 00 0 110

Nyni mizeme pouzit zpétnou substituci, nebo dale upravit matici az na
redukovany odstupnovany tvar

10 -1 0]1
01 203
00 010
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Z posledniho tadku upravené matice dostaneme x4, = 0. Z druhého radku
muzeme vyjadiit xo = 3 — 23, pfi¢emz volnou proménnou x3 ponechame
jako parametr. Nakonec z prvniho fadku dostaneme xy; = 1 + x3. Soustava
mé tedy nekone¢né mnoho feSeni ve tvaru

(v1, T2, 23,m4) = (1 + 23, 3 — 213, w3, 0) = (1,3,0,0) + 23 - (1,-2,1,0).

V tomto piipadé opét plati rank(A) = rank(A | b) = 3, ale zaroven je
rank(A) mensi nez pocet proménnych.

Cv. 2.3 Kolik existuje riznych odstupiiovanych tvart pro matice 3 x 4 (bez ohledu na
konkrétni hodnoty prvki)? A kolik pro matice n x n?

Reseni:

Riizné odstupnované tvary se odlisuji po¢tem a pozici pivoti. Matice 3 x 4 v od-
stuphovaném tvaru muaze mit 0 az 3 pivoty (v kazdém radku a sloupci nanej-
vys 1). Pro matici hodnosti r se pivoty vzdy nachézi postupné v prvnich r fadcich
odstupnovaného tvaru, sta¢i proto uvazovat umisténi pivoti do riznych sloupcii.
Pro matici 3 x 4 miizeme najit néasledujicich 15 riznych odstupnovanych tvarii:

e jeden odstupnovany tvar s 0 pivoty (nulova matice):

0000
0000 |,
0000

e 4 odstupnované tvary s 1 pivotem:

o Oe 00e 000e
0000]),{0000),l0000),10000],
000O0 0000 0000 0000

e (6 odstupnovanych tvart se 2 pivoty:

. o« « Oo__ Oe
(355)-Crag)-Gaas) (es) (o
0000 0000 0000 0000 00

e 4 odstupnované tvary se 3 pivoty:

(0527) CGrsn) Coea) (0350).

Obecné, matice n x n mize mit 0 az n pivotu, v kazdém z n sloupcu se pi-
vot bud nachézi (v prvnim fadku, ktery je dosud bez pivota), nebo nenachazi,
dostaneme tedy 2" moznych ruznych odstupnovanych tvarta. Alternativné, pro
k € {0,...,n} pivotd méame (Z) moznych rozmisténi do n sloupci, tj. celkem
>reo (1) = 2" odstupiiovanych tvar.

oo e
e |
\—/

)

ool
ce|
co o
co o

oo e

Cv. 2.4 Vyfteste soustavu linearnich rovnic s riznymi pravymi stranami:

0 2 -3 1 -9 1
A= 1 =5 4|, b= 1], bb=[13], b= 5
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Reseni:

Jelikoz lze pro vSechny tii soustavy pouzit Gaussovu eliminaci se stejnou sé-
rif elementarnich radkovych dprav, mizeme uvazovat vSechny tii pravé strany
najednou a aplikovat eliminaci na matici

0 2 -3|-1 -9 1 1 -5 4, 1 13 5)
1 =5 4] 1 13 S| ~ 0 2 -3|-1 -9 1] ~
-3 1 2|-3 3 15 -3 1 2|-3 3 15
1 -5 41 1 13 5 1 -5 4y 1 13 5
~ 10 2 3|-1 -9 1]~(0 2 3|-1 -9 1]~
0 —14 14| 0 42 0 0O 0 —=7|-7 =21 7
1 -5 4] 1 13 5 1 00]21 4
~10 2 -3|-1 -9 1]~{(0 101 0 -1
o o0 1 1 3 -1 00111 3 -1

Resenim soustavy je tedy vektor z = (2,1,1) pro pravou stranu by, vektor x =
(1,0, 3) pro by a vektor x = (4, —1, —1) pro bs.

Cv. 2.5 VyfTeste soustavu linearnich rovnic s parametrem a € R:

1
1
a
1

Q = = =
—_ = =

1
a
1
1

— == Q

Reseni:
Pomoci Gaussovy eliminace prevedeme matici na odstupiiovany tvar:

a 1 1 1|1 1 11 a|l 1 1 1 a 1

1 a 1 11 1l a 1 111 0 a—1 0 l1—a 0

1 1a 1271 1a1|2]7]l0 0 a=1 1—a| 0

1 11 all a 1 1 111 0 l—-a 1—a 1—d*’|1—a
1 1 1 a 1 1 1 1 a 1
0 a—1 0 1—a 0 0 a—1 0 1—a 0

“lo 0 a-1 1-a o |7lo 0 a-1 1-a 0

0 0 1—a 2—a—-d’|l—-a 0 0 0 3—2a—a*|1—a

Z posledniho fadku upravené matice dostaneme rovnici (a+3)(1 —a)zy = 1 —a,
tedy x4 = ﬁ pro a ¢ {—3,1}. Zpétnou substituci pak dopocitame Feseni

_ (1 1 1 1
(21, 22, 23, T4) = <a+3’ a+3’ a+3’ a+3)'

Pro a = —3 dostaneme rovnici 0z, = 4, soustava tudiz nemé feSeni.

Pro a = 1 ma soustava nekonec¢né mnoho feSeni popsanych rovnici x1 + x9 + x3+
xy = 1, tedy ve tvaru (1 — xg — x3 — x4, To, T3, Ty4) Pro T, T3, x4 € R.

Cv. 2.6 Najdéte soustavu 3 linedrnich rovnic o 4 proménnych s feSenim

(21,0, 23, 4) = (1,0,1,0) + x5 - (=2,1,0,0) + 24 - (—3,0,2,1), kde x5, 24 € R.
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ReSeni:
Hledame soustavu linearnich rovnic s feSenim

(1’1,352,1’3,[34) - (17 07 17 O) + Ty -+ (_27 17 07 0) + Ty - <_3707 2a 1)
(1 — 21’2 — 3.7}4, T, 1 + 23?4, LL’4).

Mizeme tedy vytvorit soustavu obsahujici rovnice 1 = 1 — 225 — 324 a 3 =
1 + 2x4 a tfeti rovnici, kterd mnozinu feSeni dal neomezi, napf.

1 20 3|1 1 20 3|1
001 =2]1], 001 =211,
000 010 00 2 —412
Cv. 2.7 Vyfteste soustavu linearnich rovnic n x n:
1 0 01
-1 1 :
S
-1 -1 1|1
Reseni:
Postupné pri¢teme ke kazdému fadku (od 2. fadku po n-ty) vSechny radky nad
nim:
1 0 ... 01 10 ... 0]1 1 0 ... 0] 1
-1 1 . i 0o 1 . ]2 o 1 . | 2
TR | I . o 0 R | N
-1 ... =1 1]1 -1 ... -1 1|1 0 ... 0 1|2~

Tim prevedeme matici soustavy na jednotkovou matici a na pravé strané dosta-
neme fefeni © = (zy,...,x,) = (1,2,4,...,2"71).
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3. Operace s maticemi

Cv. 3.1 Spoctéte (—1)A+2BC, kde A, B, C jsou nasledujici matice:

(1) o= e-( )

(=1)-1 2:-147-2 2. (-1)+7-2
3 L9 23 13
4 —1 16 12
-3 -1 n 2-23 2-13
-4 —1 2-16 2-12
3 —1 n 46 26
4 —1 32 24
_(—3+46 —1+26\ (43 25
o\ —4+32 —1+24) \28 23)°
Cv. 3.2 Vyfeste soustavy rovnic Az = b a proved'te zkousku pomoci nasobeni matic.

- =)

:?:i (—1):1>+2(5-1+9-2 5-(—1)+9-2)
—1

1 1 2 3
by A=[111],6=] 1
2 20 —2
Reseni:
(a) ReSenim prvni soustavy rovnic Az = b je vektor z = (1,0)7. Vysledek

oveérime zkouskou

(2 3\ (1) _ (2-1+3-0\ _ (2 _
an=(55) (o) = (1 200) = () >
(b) Resenfm druhé soustavy rovnic vektor x = (=1 — t,t, 2)T, kde t € R.
Vysledek ovérime zkouskou:

11 2\ [-1-t l-(-1—t)+1-t+2-2 3
Ar=1[1 1 1 t =[1-(-1—-t)+1-t+1-2| = 1] =b.
2 20 2 2-(-1—t)+2-t+0-2 —2
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Cv. 3.3 Vyjadrete elementarni fadkové tpravy pomoci nasobeni matic.

Reseni:

(a) Vynéasobeni i-tého Fadku skalarem a # 0 miZeme zapsat pomoci matice

1 00 0 0 0 0
010 0 0 0 0
0 01 0 0 0 0
A=|[10 0 0 - 1 00 0
000 - 0 0 0
0 00 0 0 1 0
coo0oo0--00¢0 -1

Tedy vezmeme jednotkovou matici a na pozici (i,7) zaménime 1 za a. Na-
sobenim touto matici zleva nasobime -ty fadek konstantou a.

To muzeme ovérit z definice nasobeni. Necht D je libovolna matice radu
m x n a A je matice popsana vyse, fadu m x m. Potom AD je také matice
fadu m X n a pro libovolny fadek j € {1,...,m} a sloupec k € {1,...,n}
plati:

(AD)ji = ZAjeDek
¢

= Aj;jDjp (Ajp # 0 pouze pro £ = j)
D. o

= { ! bro j 7 Z (dosadime za A;;)
aDj,  proj =1

Vidime, ze AD mé v8echny fadky kromé i-tého shodné s matici D a i-ty
radek je vynasoben skalarem c.

(b) Prohozeni i-tého a j-tého rfadku. MuZeme zapsat pomoci matice

10 - 000000 -+ 0
00 100 - 000 0
00 00 -~ 010 0
00 00 1 000 0

B = .

00 000 -+ 100 0
00 010 -+ 000 0
00 000 -+ 001 0
00 000 -+ 000 1
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Tedy vezmeme jednotkovou matici a prohodime jeji i-ty a j-ty rfadek. Na-
sobenim touto matici zleva prohazujeme -ty a j-ty radek.

Ovéreni zase provedeme z definice nasobeni. Necht D je libovolna matice
rfadu m x n a B je matice popsana vyse, fadu m x m. Potom BD je také
matice fadu m X n a pro libovolny fadek k € {1,...,m} a sloupec h €
{1,...,n} plati:

(BD)yn, = Z BreDyp,
v

(Bkkah pro I{T ?é Z,]
= BriDin prok =j (pro ostatni hodnoty ¢ je By, = 0)
| BxjDjn prok =1

(Dy, prok #i,j
=qD;, prok =j (dosadime piislusné hodnoty z matice B)

(Djn prok =1
Vidime, ze BD ma vsechny fadky kromé i-tého a j-tého shodné s matici D
a -ty a j-ty rfadek jsou prohozeny.

(¢) Pricteni a-nasobku i-tého fadku k j-tému fadku, kde i # j. MiZeme zapsat
pomoci matice

1 00 0 0 0 000 0
010 0 0 O 000 0
0 1 00 0

0 010 0
000 0 0 1 00 0 0

C = )

0 00 0 0 0 1 00 0
0 00 0 a 0 0 1 0
0 00 0 0 0 0 0 1 0
ooo0.-00SO0+:- 000 -1

Tedy vezmeme jednotkovou matici a na pozici (4, j) zaménime nulu za «.
Nésobenim touto matici zleva pri¢itdme a-nasobek j-tého radku k i-tému.
Ovéteni provedeme z definice nasobeni matic. Necht D je libovolné matice
radu m x n a C' je matice popsana vyse, fadu m x m. Potom CD je také
matice fadu m X n a pro libovolny fadek k € {1,...,m} a sloupec h €
{1,...,n} plati:

(CD)p = Z CreDon,
;

ChxD k #i
_ { kk/kh prok #1i (pro ostatni hodnoty m je Cy, = 0)

CirDyp, + ijDjh pro k =1

(dosadime piislusné hodnoty z matice C)

. th pro k 7£ 1
N th + Oszh pro k =1
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Vidime, ze vSechny radky kromé i-tého zustaly zachovany a k i-tému rfadku jsme
pricetli  nasobek j-tého radku.

Cv. 3.4 Dokaizte, anebo vyvratte, zdali pro matice A, B,C' a 0 stejného rfadu a realna
¢isla a, (8 plati:

(a) A+ (B+C)=(A+B)+C (i) a(A+B)=aA+aB

(b A+ B=B+ A (j) (a+B)A=aA+ A

(c) A+0=A (k) A+ BB = (a+B)(A+B)
(d) a(BA) = (af)A (1) (A7) =A

(e) a(BA) = p(aA) (m) AT A je symetricka

(f) A+ (-1)A=0 (n) (A+ B)T = AT + BT

(g) 1A=A (0) (@A)" = a(AT)

(h) A(B+C)=AB+ AC (p) A, =A

Reseni:

(a) Tvrzeni plati.
Prvné ukazeme, Ze leva i prava strana davaji smysl a maji stejné rozméry.
Matice A, B, C jsou vSechny stejného fadu, oznac¢ime si jejich rozméry jako
m X n. Pak na levé strané s¢itame B + C', coz jsou obé matice fadu m x n
a dostavame novou matici fadu m x n. Tu pri¢itame k matici A, ktera je
rovnéz fadu m x n. Tedy leva strana déva smysl a vysledkem je matice fadu
m X n.
Obdobné pro pravou stranu dostavame ze (A + B) + C' déava smysl a vy-
sledkem je vzdy matice m X n.
Nyni ukdZeme, Ze se matice rovnaji porovnanim po slozkach. Pro kazdé
i€{l,...,n}aje{l,...,m} plati:

[A +(B+C)i; =[Al;; + (B + O

Ali; + [Blij) + [Clij (asociativita s¢itani v R)

(b) Tvrzeni plati.
Podobné jako v predchozim piikladé. Nejprve ukdzeme, Ze obé strany davaji
pro vSechny uvazované matice A, B smysl a vysledky maji shodné rozméry.
Poté ukazujeme rovnost po slozkach, tedy pro kazdé i € {1,...,n} a j €

{1,...,m}:
[A + Blij = [Ali; + [Bly;
= [B]i; + [A];; (komutativita s¢itani v R)
= [B + A,
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Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Dtikaz ponechédvame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Dukaz ponechavame na Ctenarii.
Tvrzeni plati. Dukaz ponechavame na Ctenarii.
Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.

Tvrzeni neplati.
Ukazeme pomoci protipiikladu. Najdeme «, 3, A, B, ktera splihuji zadant,
ale pro néz tvrzeni neplati. Napriklad

10 0 0
oz—2,ﬁ—3,A—<0 0) aB—(O 1).

aA + BB = <(2) g) y, <8 g) = (a+ f)(A+ B).

Dostavame

Tvrzeni plati.
Je-li A matice fadu m x n, pak A” je matice fadu n x m a (AT)T je opét
matice fadu m x n. Tedy matice na pravé i levé strané maji shodné rozméry.

Poté dokazujeme rovnost po slozkach, pro viechny i € {1,...,m} a j €

{1,...,n}.
[(AT)T]i; = [AT];i = [Al;

Tvrzeni plati.

Matice D je symetricka, pokud plati D = DT. Prvné si uvédomme, Ze pokud
matice A je rozméri m x n, pak matice AT je rozméru n x m. Nasobeni
matic AT A tedy dava smysl a jeho vysledkem je matice rozméru n x n.

Dale dle véty o vlastnostech transpozice vime, ze pro vSechny matice D, E

vhodnych rozmért (takovych aby 8ly vynasobit) plati (DE)T = ETDT.
Proto dostavame:

(ATA)T = AT(AT)T (dle (DE)T = ETDT)

= ATA. (predchozi tvrzeni)

Tvrzeni plati. Dikaz ponechaviame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.

Tvrzeni plati pouze pokud A je matice fadu m xn pro né&jaké m a n shodujici
se s I,,. Jinak leva strana nedavéa smysl.
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3. Operace s maticems

Cv. 3.5 Pro libovolnou nesymetrickou ¢tvercovou matici A zkonstruujte symetrickou ma-

tici B tak, Ze jejich sou¢in nekomutuje, tj. AB # BA.

Komutuje sou¢in matic, pokud jsou obé matice symetrické?

Reseni:
Pro prvni ¢ast mtuzeme vybrat naptiklad matice

=(9) o-(00)
()6 660268606

Tvrzeni neplati ani pokud jsou obé matice symetrické. Volime napiiklad matice

Pak

1 2 3 010
A=12 4 5 a B=1|1 00
3 5 6 0 01
Dostavame:
1 2 3 010 2 1 3
AB=12 4 5 1 0 0)=1|(4 2 5| #
3 5 6 0 01 5 3 6
2 4 5 010 1 2 3
11 2 3|=1100 2 4 5| = BA.
3 5 6 0 01 3 5 6

Cv. 3.6 Dokazte nebo vyvratte:

(a) Necht A, B € R™". Pokud A je symetrickd a komutuje s B, pak A komutuje
s BT.
(b) Necht A, B € R™". Pokud A komutuje s B, pak A komutuje s B7.

ResSeni:

(a) Tvrzeni plati, ABT = ATBT = (BA)T = (AB)T = BT AT = BT A.

(b) Tvrzeni neplati, napiiklad pro matice

O N
)
sy
Il
o oo
oo o
oo

01
A=10 3
0 0
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Cv. 4.1

Cv. 4.2

Cv. 4.3

4. Regularni a inverzni matice

Diskutujte, kdy je trojihelnikova matice regularni.

(Pfipomenme, Ze horni trojuhelnikova matice A mé libovolné hodnoty na dia-
gonale a nad ni, ale pod diagonalou jsou samé nuly. Formalné: a;; = 0 Vi > j.
Dolni trojihelnikova matice to mé naopak.)

Reseni:

Horni trojuhelnikova matice je jiz (skoro) v odstupiiovaném tvaru. Pokud jsou
diagonalni prvky nenulové, pak to jsou pivoty a matice je regularni. Pokud ale-
sponi jeden diagonalni prvek je nulovy, pak v prislusném sloupci neni pivot, a
tim padem je matice singularni.

S dolni trojihelnikovou matici je to stejné. To jest, matice je regularni prave
tehdy, kdyz jsou vSechny prvky na diagonale nenulové. Zdivodnéni je jednoduché
— transpozici matice ji pfevedeme na horni trojuhelnikovou matici a uvédomime
si, ze transpozice zachovava regularitu.

Uvazujme matici v blokovém tvaru

a a’
=5 e)
kde o« # 0, a,b € R* ' a C € R®=Dx(=D - Aplikujte na matici jednu iteraci

Gaussovy eliminace a odvodte rekurentni vzorecek na test regularity.

Reseni:
Od druhého tadkového bloku odecteme éb—nésobek prvniho fadku a dostaneme

« al (a a’
b—aéb C’—ébaT ~\o C’—ébaT '

Tim jsme provedli jednu iteraci Gaussovy eliminace. Protoze pivot vlevo nahofe
je nenulovy, muZzeme usoudit, Ze matice A je regularni pravé tehdy, kdyz je
regularni matice C' — ébaT. Tim jsme zredukovali test regularity matice fadu n
na regularity matice matice fadu n — 1.

Najdéte inverzni matici k matici

ot W

1
A=12
3

Ot W N

Reseni:
Elementarnimi fadkovymi apravami prevedeme (A | I3) na redukovany odstup-
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novany tvar:

12 3[/100 1 2 3/ 100 1 2 3/ 100
23 501 0]~f0-1-1/—210]~[0-1-1|-210]|~
35 10(0 01 3 5 10] 001 0 -1 1|-301
1 23/ 1 00 1 01]-3 20
~{0 1 1} 2 -10|~(f0 11| 2 -1 0|~
0 -1 1]-3 01 0 -1 1|-3 01
101/-3 20 101 -3 2 0
~({01 1] 2 -1 0]~(011 2 -1 0]~
002/ -1 —-11 00 1/-05 —05 05
1 00[-25 25 —05 100|-25 25 —05
~ (0 11 2 -1 0] ~{0 10 25 —05 —05
00 1/-05 —05 05 00 1/-05 —05 05
-5 5 -1
Mame tedy A =3[ 5 —1 -1
-1 -1 1

Cv. 4.4 Invertujte matice elementarnich radkovych tuprav.

Pripomenme, Ze elementarni operace a prislusné matice jsou:

(a) Vynésobeni i-tého rfadku ¢islem o # 0 lze reprezentovat vynasobenim
zleva matici

1 0 ... ... 0

0 )
Ei(a) =] «

: . . 0

0O ... ... 0 1

(b) Pfi¢teni a-néasobku j-tého fadku k i-tému, pFicemz i # j, lze reprezen-
tovat vynasobenim zleva matici

1 0 0
Eij(a) = 1
7 Q 0
1
J

(¢) Vyména i-tého a j-tého fadku jde reprezentovat vynasobenim zleva
matici
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Reseni:
Ukézeme dva postupy.

1) Prvni zpusob je podle kuchaiky na invertovani matic. Prvni matici invertujeme

takto:
1 0 o(1 0O 0
0 o
(Ei() | In) = o : 1 ~
0 0
0 0 10 . 0 1
0 01 0 0
0 0 :
~ | : 1/a | = | Ei(a™)
0] : 0
0 0O 10 . 0 1
Druhou:
1 0 ... ... 041 O ... ... 0
1o
(Eij() [ 1In) = AR VRS IR IRV I
o o0 .0
110 . 0 1
1 0 01 0 0
0 :
~ 1 1 | = e | Eij(—a))
o0 -« 0
0 0 1 1
Treti:

(Bij | I,) = ~
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2) Druhy zpusob je vyuzitim vyznamu elementérnich matic. Prvni matice F;(a)
nasobi i-ty fadek ¢islem « # 0. Inverzni operace je vydéleni i-tého radku ¢islem
«, coZ je representovano matici F;(a™1). Zkouska E;(a)E;(a™!) = I pak skutecns
ovéri, ze se jedna o inverzni matici.

Druha matice Ej;(a) pricte a-nasobek j-tého fadku k i-tému. Inverzni ope-
race je odecteni a-nasobku j-tého radku od i-tého, coz je representovano matici
E;;(—a). Zkouska opét ovéri, Ze se jedna o inverzni matici.

Treti matice £;; prohazuje i-ty a j-ty fadek. Inverzni operace je tatéz, vyména
i-t¢ho a j-tého fadku. Tudiz matice E;; inverzni sama k sobé.

Cv. 4.5 Invertujte matici radu n:

111 1
122 ... 2
A—|1 2 3 3
123 ... n

Reseni:
Podle postupu sestavime rozsifenou matici:

1 11 111 0 0

12 2 . 210
(AlL)=1123 ... 3 1

S .0

123 ... n|0O ... ... 0 1

Od radku 2 az n odecteme prvni fadek a dostaneme

1 11 1 1 0 . 0
011 ... 1 |—-11

01 2 2 0 1

oo T : ; .0
012 ... n—1|{-10 ... 0 1

V levé ¢asti je vpravo dole je matice stejného typu jako A, pouze o fad mensi.
Postupujeme tedy indukci dale a po dalsich n — 2 krocich dostaneme

1 1 1 ....1p 1 O ... ... 0
0 1 1 1/-1 1
0 1 110 1

: 0
0 0 1,0 0 —-11
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Nyni od prvniho rfadku odec¢teme druhy, pak od druhého treti, atd. az od pred-
posledniho ten posledni. Dostaneme matici, kde hledana inverze A~! je napravo

1 0o o0 ... 02 -1 0 ... O
o 1 0 ... 0}]—-1 2 -1 :
o . 1 0 O O |
: 0] : —1
0 0 1] 0 0 -1 1

Cv. 4.6 Zjednoduste nasledujici vyraz, kde A, B jsou regularni matice stejného fadu:

(I —BTA™ YA+ (ATB)TA™!

Reseni:
S vyuzitim zakladnich vlastnosti maticového souc¢inu, transpozice a inverze od-
vodime
(I-B"A™)A+(A"B)"A™
=IA—-BT"A'A+ (ATB)TA™!  [distributivita
=IA-B'T+ (ATB)TA™! |definice inverze|
=A- BT +(ATB)TA! [ndsobeni matici ]

=A-B"+BTAA™ [transpozice sou¢inu matic|
=A-B"+ B |definice inverze|
= A.

Cely vyraz se tak zjednodusil na matici A.
Cv. 4.7 (a) Dokazte, ze pro A, B € R™" kde A regularni, plati
(ABA Y = AB*A™!,

(b) Bud A € R™" regularni matice. Najdéte limitu (pokud nevite, co je
limita, tak pouZijte intuici)

1 0 0
o 1L

lim AD¥A™!, kde D= 2
0 ... 0 =

a urcete jeji hodnost.

(c¢) Aplikujte predchozi na matici A, jejiz prvni sloupec i fadek je tvoreny
jednotkovym vektorem e; = (1,0,...,0)T.

Reseni:
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4. Reguldarni a inverzni matice

(a) Postupujeme matematickou indukci. Pro k = 1 tvrzeni plati, protoze
(ABA™H)! = AB'A-L.
Indukéni krok. Necht tvrzeni plati pro k& — 1, tedy (ABA™Y)F! =
ABF1 A1 Upravime za pouziti indukéniho predpokladu
(ABA™YF = (ABA )1 (ABA™') = (AB*'A™Y)(ABA™)
= AB" Y (AT'A)BA™! = AB*'BA™!
= AB*A™!.

(b) Podle predchoziho bodu méame

¥ 0 ... 0
kog—1 0 % o —1
ADFA™ = A 2 A
0 0 %
1 0 0
a0 A = A (A,
0 0 0

Matice mé hodnost 1, nebot je vnéjsim souc¢inem dvou vektoru.

(c) Je-li A,y = e; a Ay, = e, pak nutné totéZ plati i pro inverzni matici,
konkrétns (A1), = el Tudiz

1 0 ... 0

lim ADFA™ = Ay (A ) =eref = |
ko0 o )
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5. Grupy a télesa

Cv. 5.1 Zjistéte, zda je grupou:

(a) (@),

(b) (@ -),

(c) (Q\{0},0), kde aob = |ab| pro vSechna a,b € Q,

(d) (Q,0), kde aob= 2" pro viechna a,b € Q,

(e) (Q,o0), kdeaob—a—l—b+3provsechnaabEQ

(f) (F,4), tj. mnoZina F vSech redlnych funkei jedné proménné s operaci scéi-
tam funkei,

(g) mnozina rotaci v R? kolem pocatku s operaci skladani zobrazeni,

(h) mnoZina posunuti v R? s operaci skladani zobrazeni.

Reseni:

(a) (Q,-) neni grupou, protoze neexistuje inverzni prvek k 0.

(b) (Q,—) neni grupou, protoZe rozdil racionalnich ¢isel neni asociativni. Na-
pitklad (8 —6) —1=1#£3 =8 — (6 — 1).

(¢) (Q\{0},0), kde aob = |ab| pro vSechna a,b € Q neni grupou, protoZze neni
zarucena existence neutralniho prvku. Pro libovolné a < 0 je aoe = |ae| >
0 > a pro vSechna e, tudiz zadné e nemiize splhovat definici neutralniho
prvku pro zaporna a.

(d) (Q,0), kde acb = “*b pro vechna a, b € Q neni grupou, protoZze aritmeticky
prumér cisel neni asoc1at1vn1 Napriklad pro a = 1, b = 5, ¢ = 7 mame
ao(boc)=1(1+20)=3545=1(42+7) :(aob)oc.

(e) (Q,0), kde aob = a+ b+ 3 pro viechna a,b € Q, je grupou. Asociativita
plati z asociativity a komutativity s¢itani nad Q. Neutralni prvek je e = —3,
protoze pro kazdé a € QQ plati

ace=a+(-3)+3=a=(-3)+a+3=c¢coa.
Konec¢né, inverzni prvek pro kazdé a € Q je b = —a — 6, protoze
aocb=a+(-a—6)+3=-3=e=-3=(—a—6)+a+3=boa.

(f) (F,+) je grupou. Asociativita plyne z definice sou¢tu funkei a asociativity
s¢itani nad R. Pro kazdé f,g,h € F a x € R plati f(x) + (g(z) + h(x)) =
(f(x) + g(x)) + h(x). Neutralni prvek je identicky nulova funkce e(z) = 0
pro v8echna z € R. Inverzni prvek pro kazdou f € F je funkce —f.

(g) Je grupou. Asociativita plyne z asociativity skladani zobrazeni. Neutralnim
prvkem je napiiklad rotace o 360 stupni. Inverznim prvkem k rotaci o tihel
« je rotace o uhel o v opa¢ném sméru.
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(h) Je grupou. Asociativita plyne z asociativity skladani zobrazeni. Neutral-
nim prvkem je identické zobrazeni e((z1,72)") = (w1, 22)" (tj. posunuti
vektorem (0,0)7) a inverzim prvkem ke kazdému posunuti ¢((xy, x2)7) =
(1, 22)T + (a,b)T je posunuti t 1 ((z1, 29)7) = (21, 22)T — (a,b)T.

Cv. 5.2 Vyplite tabulku pro binarni operaci o na G tak aby (G, o) byla grupou s neut-
ralnim prvkem 0. Zduvodnéte.

o|0]1
(a) | 0
1
o012
0
(b) 5
2
ol|0
© |
o|0112]3
0
(d) |1 0
2
3
Resendi:

Vs&echny tabulky jsou uréeny jednoznacné. Fakt, ze 0 je neutralnim prvkem pro
o urcuje prvni fadek i sloupec tabulky. Existence levé i pravé inverze omezuje
pozice 0 na diagonale nebo symetricky podle diagonély. Asociativita vynuti zbylé
pozice. Dostavame:

o|0]1

(a) 1 |- aditivni grupu modulo 2,
11110
o 112
0 112 e

(b) 1 5ol aditivni grupu modulo 3,
2 011

(0]

— trivialni grupu,

— Kleinovu grupu, tj. grupu symetrii obdélnika, anebo

—~
@)
S~—
)
WIN| = OO [en) Raw) N = OO

| WD |~
= Ol W NN
Ol | N | W

—~
o
~—
WIN|—=| D] O
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ol0]|1]2]3
0(0(1(2]3
grupu| 1 | 1|0 |3 ]| 2], coz je Zy s pfejmenovanymi ¢isly.
2123|110
31312101

Cv. 5.3 Necht (G,0) je grupa a x € G. Rozhodnéte, zda (G, *) je grupou s operaci
definovanou a * b = a o x o b pro vSechna a,b € G.

Reseni:
Ovérime definici grupy. Nova operace je asociativni, jelikoz o je asociativni. Pro
vSechna a, b, ¢, x € G plati:

ax(bxc)=aoxo(boxoc)=(aoxob)oxoc=(axb)x*c,

kde jsme prostiedni rovnost dostali diky asociativité o na G aplikované na prvky
a=aox,f=bay=xocgrupy G.

Ozna¢me E neutralni prvek v (G, o). Neutralnim prvkem (G, %) je inverzni prvek
x vzhledem k o, tj. e = 27! vzhledem k o. Ovéfime pro viechna a,z € G:

exa=xloroa=FEoca=a=aoFE=aozxox ' =axe.

Podobné, inverzni prvek pro kazdé a € G v grupé G jeb=ax"toa oz, kde
a~! je inverzni prvek k a v grupé (G, o). Ovéfime pro viechna a,z € G-

axb=aozxox loalort=aoFoaloxt=aoatoxt=Fox

::)’jil:e

1

=gz 'oE=x"'oalca=as""toa 'oFEoa=a"toa ozt oxoa

=bxa.

Cv. 5.4 Rozhodnéte a zduvodnéte, zda je Abelovou (komutativni) grupou:

(a) mnozina {({ %) | z € Z} s maticovym soucinem,
a
a

(b) mnozina {(

z
1
a
a

)| a € R\ {0}} s maticovym soucinem.

(a) Ano. Nejdiive ukdZzeme, Ze maticovy souéin je uzavieny pro danou mno-
zinu. Pro vSechna a,b € 7Z

066 2

coz je matice nalezejici do zadané mnoziny (z = a + b € Z pro vSechna
a,beZ).
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Asociativita maticového sou¢inu na dané mnoziné plyne z asociativity
maticového soucinu pro obecné ¢tvercové matice stejnych rozmeéri.

Neutralnim prvkem je jednotkova matice fadu dva, jez patii do zadané
mnoZiny (z =0 € Z).

Konecné, inverznim prvkem pro libovolnou matici (%) je celociselné
matice (§ *), coz plyne z rovnosti (1).

Zadana mnozina matic spolu s maticovym souc¢inem tvori grupu. Zbyva
ovérit, zda je maticovy soucin pro tyto matice komutativni. Komuta-
tivita maticového sou¢inu plyne z rovnosti (1) a komutativity s¢itani
nad Z. Ovérili jsme tedy, Ze se jedna o Abelovskou grupu.

(b) Ano. Nejdiive ukazeme, Ze maticovy souéin je uzavieny pro danou mno-
zinu. Pro v8echna a,b € R\ {0}

a a b b\  (2ab 2ab (2)
a a)\b b) \2ab 2ab)’
coz je matice nélezejici do zadané mnoziny (2ab # 0 pro vSechna a,b €
R\ {0}).

Asociativita maticového sou¢inu na dané mnoziné plyne z asociativity

maticového soucinu pro obecné ¢tvercové matice.

Neutralnim prvkem je matice £ (1), jez patii do zadané mnoziny.
2\11/)

Konecné, pro vSechna a € R\ {0} je inverznim prvkem pro matici (§ &)
matice - (1 1), coz plyne z rovnosti (2) (v&imnéte si, Ze inverzni prvek
je definovan, protoze a # 0).

Zadana mnozina matic spolu s maticovym soucinem tvoii grupu. Zbyva
ovérit, zda je maticovy soucin pro tyto matice komutativni. Komuta-
tivita maticového soucinu plyne z rovnosti (2) a komutativity soucinu

nad R. Ovérili jsme tedy, Zze se jedné o Abelovskou grupu.

Cv. 5.5 Vyjadiete jako prvky daného télesa vyrazy:

(a) (271 +1)4)"tad/3 v Zs,
(b) 647, ~7,6-7, 7" a6/7v Zn.

ResSeni:

(a) Téleso Zs je definovano jako mnozina vSech zbytka v Z po déleni 5 spolu
s operacemi sou¢tu a souc¢inu modulo 5. S¢itat modulo 5 1ze jednoduse. Pro
ostatni vypocty v Zs nam poslouzi tabulka pro operaci sou¢inu modulo 5.

Zs,-10]1]2[3]4
0 [o]o]o]ofo0
1 [0[1[2]3]4
2 [0]2]4]1[3
3 (03142
4 jo[4]3]21
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Vsimnéte si, ze z tabulky je vidét, ze mnozina Zs \ {0} = {1, 2, 3,4} se sou-
¢inem modulo 5 tvori grupu — takzvanou multiplikativni grupu modulo 5.
Toto neni prekvapivé, protoze téleso je definovano jako mnozina T s opera-
cemi s¢itani + a néasobeni - na T, takovymi ze (T, +) je grupa s neutralnim
prvkem 0 a (T \ {0}, ) je také grupa.

Nyni mizeme vyhodnotit zadané vyrazy v Zs, kde pii vypoctu nalezneme
multiplikativni inverzi k libovolnému a € Zs \ {0} v tabulce tak, ze v fadku
s a najdeme hodnotu 1 a index b odpovidajiciho sloupce musi byt hledana
multiplikativni inverze a~!, protoze a - b = 1 v Zs. Dostavame:

'+ D) =B+ =4t =) =1V Zs

4/3=4-3"1=4.2=3v Zs.

Postupujeme podobné jako pro Zs, ale nebudeme konstruovat celou tabulku
pro soucin v Zq;. Dostavame:

64+7=6+7(mod 11) =2 v Z,
—7=11—-7(mod 11) =4 v Zy;.
6-7=06-7(mod 11) =42 (mod 11) =9 v Zy;.
Pti hledani multiplikativni inverze k prvku 7 mizeme postupovat jako pfi

vypoctu fadku odpovidajicitho 7 v tabulce pro soucin v Zy,. Vypocet zasta-
vime v momenté, kdy uvidime 1:

7-1=17,
7-2=23,
7-3 =10,
7-4=06,
7-5=2,
7-6=0,
7-7=5,
7-8=1.
Vidime, ze
7T =8vZ.

Tuto hodnotu vyuzijeme i pfi poslednim vypoctu:

6/7=6-7"'=6-8=48 (mod 11) =4 v Z;.

Cv. 5.6 Nad Z;5 najdéte mnozinu vSech feSeni soustavy rovnic

3x+2y+z2 =1,
dr+y+32=3

a spocitejte jeji mohutnost.
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5. Grupy a télesa

Cv. 5.7

ResSeni:

Postupujeme podobné jako pro soustavy rovnic nad R. Vyuzijeme toho, Ze elimi-
novat prvky pod pivotem mizeme pri¢tenim vhodného nasobku radku s pivotem.
Pri¢tenim 2-nasobku prvniho fadku k druhému dostavame

3 2 11 3 2 1|1
4 1 3|3 0 0 00/

Za volné proménné zvolime parametry y, 2z € Zs a vyjadiime

r=3"11-2y—2)=2(1+3y+42) =2+y+ 3z
Mnozina v8ech Teseni dané soustavy je tedy
{(2,0,0)" +4(1,1,0)" 4+ 2(3,0, )7 | y, 2 € Zs}.

Méame 25 = 5 - 5 ruznych voleb parametri y a z a mohutnost mnoziny reseni je
tedy 25.

Naleznéte multiplikativni inverze 97! a 127! v Zg;.

Reseni:

Mohli bychom postupovat stejné jako pro Zi;, ale vypocet by mohl trvat 31
krokt pro zkonstruovani celého tadku odpovidajiciho prvku 9 v tabulce pro sou-
¢inu v Zs,. Efektivni metodou je pouziti rozsiteného Euklidova algoritmu jehoz
vystupem je kromé nejvétsiho spole¢ného délitele NSD(9, 31) také dvojice celo-
¢iselnych hodnot a,b € Z, pro které plati

1=NSD(9,31) =a-9+40b-31.
Tudiz nalezena hodnota a (mod 31) je multiplikativni inverze prvku 9 v Zgs;.
Rozsifeny Eukliduv algoritmus na vstupu (9, 31) provede nésledujici kroky:
apg = 31,
a1 = 97
ap=4=31-3-9,
a3=1=9-2-4=7-9—2-31.
Posledni hodnota as je hledany NSD(9,31), o kterém jsme védéli, ze musi vyjit
roven 1, protoze 31 je prvocislo. Navic jsme dostali 1 vyjadiené jako soucet
celociselnych nasobkt 9 a 31. Muzeme tedy odvodit, Ze
1=7-9-2-31=7-9-2-31(mod 31) =7-9 (mod 31).
Proto 97! = 7 v Zs.
Pro prvek 12 dostavame:
ag = 31,
a) — 12,
a,=7=31—-2-12,
a3=5=12—-7=3-12 - 31,
a,=2=7-5=31-2-12—-3-12431=2-31-5-12,
as=3=5—-2=3-12—-31-2-31+5-12=8-12-3- 31,
ag=1=3-2=8-12—-3-31-2-314+5-12=13-12—-5-31.



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 1 29

Opét jsme dostali 1 vyjadiené jako soucet celociselnych nasobkt 12 a 31. Muzeme
tedy odvodit, ze

1=13-12—-5-31=13-12—5- 31 (mod 31) = 13- 12 (mod 31).
Proto 12_1 =13 v Z31-
Cv. 5.8 V Z; spocitejte mocninu matice A% pro matici A = ($3).
Reseni:

Nad kone¢nym télesem musi byt posloupnost matic A® proi = 1,. .., 0o cyklicka.
Spoc¢téme nékolik prvnich ¢lenii této posloupnosti:

o (32
a-a= (3 7).

Vidime, ze perioda této posloupnost je 6.

tame jako

G6-(Y)
(66
66
EY6-(0)
GG
I R

AIOO _ AlOO (mod 6) _ A4 — (

Hledanou mocninu matice tedy spoci-

2 0
0 2)°
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6. Permutace

Cv. 6.1

Cv. 6.2

6. Permutace

Méjme permutace
(1 2 3 456 (1 2 3 456
P=l2 34165/ 97\1 32506 4)
Najdéte jejich cykly, znaménka, inverze a slozte permutace p, ¢ mezi sebou.

Reseni:

Permutace p zobrazuje 1 — 2, dale 2 — 3,3 — 4 a 4 — 1. Tudiz jeden cyklus je
(1,2,3,4), analogicky druhy cyklus je (5,6) = p = (1,2,3,4)(5,6). Podobné
pro permutaci ¢ mame 1 — 1 (prvni cyklus), 2 — 3,3 — 2 (druhy cyklus) a
4 — 55 — 6,6 — 4 (tfeti cyklus). Permutaci ¢ lze zapsat pomoci cykli jako
q=(1)(2,3)(4,5,6).
Permutace p je zadana na n =
mé znaménko sgn(p) = (—1)""¢
(—=1)573 = —1.

Inverzni permutaci k p mtizeme najit nékolika zptsoby. Pokud vyjdeme z tabul-
kového zadéani p, tak stac¢i prohodit oba fadky, ¢imz se ze vzort stanou obrazy
a naopak, a pak jen setiidit sloupce od nejmenstho po nejvétsi. Dostaneme p~?

vyjadiené tabulkou
1 2 3 456
4 1 2 3 6 5/
Pokud vyuzijeme zapisu p pomoci cyklid, staci pouze prohodit poradi ¢isel v kaz-

dém cyklu, tj. p~! = (4,3,2,1)(6,5). Zde si mizeme uvédomit, Ze cykly délek 1
a 2 nemusime invertovat, protoze jsou sami sobé inverzni.

6 prvcich a sklada se ze ¢ = 2 cykld, proto
= (=1)%2 = 1. Podobné spocitdme sgn(q) =

Permutace skladame jako kazdé jiné zobrazeni, tedy p o g zobrazi prvek 7 na
p(q(7)). Tabulkové vyjadieno

B S
DO 4— = 4 =
== W= N
W N <— W
SR NN
TL4— O <— Ut
A RO

¢ili
1 23 456
24365 1)
Podobné miizeme postupovat pomoci popisu pies cykly a dospéjeme k vyjadieni

poq = (1,2,4,6)(3)(5). Pro srovnani, slozeni v opa¢ném potadi je gop =
(1,3,5,4)(2)(6). To ilustruje, Ze skladani permutaci neni komutativni.

Méjme permutaci

p=(1,3,4)(2,5)(6,11,10,9,8,7).
Spocitejte p” a p~ 4.

Pro jakou nejmensi mocninu k > 1 dostaneme p* = id?
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Cv. 6.3

Reseni:

K permutaci p° se nejrychleji dostaneme tak, Ze spoc¢itdme p* = p o p, nasledné
p* =p*op?, p® = p* o p* a nakonec p’ = p®op.

Dostéavame

6,10,8)(7,11,9),

6,8,10)(7,9,11),

6,10,8)(7,11,9),

(6,9)(7,10)(8,11).

.p2
.p4

Pro p~'* nejprve uréime stejnym zptsobem p'4 = p®op?op? a nasledné spoéitame
inverzni zobrazeni. Dostavame

. p (1 ,3)(2)(5)(6, 10,8)(7, 11, 9)
= (1,3,4)(2)(5)(6,8, 10)(7,9, 11).

Abychom uréili nejmensi mocninu k > 1 takovou, Ze p* = id, podivame se na
mocniny, které se budou chovat jako id na jednotlivych cyklech. Prvni cyklus ma
délku 3, tedy kazdy prvek v ném obsazeny bude vzdy po 3 iteracich zpatky na
svém misté. Prvnimu cyklu tedy odpovida mocnina 3k;, kde k£, > 1. Podobné
pro druhy cyklus délky 2 potiebujeme, aby byla mocnina nasobek 2 a pro tieti
cyklus délky 6 mocninu, ktera je nasobkem 6. Nejmensi spolecny nasobek cisel
2,3,6 je 6, tedy k = 6. Prvni cyklus se protoc¢i 2-krat, druhy 3-krat a posledni
1-krat.

Urcete znaménko permutaci r, s, kde
1 2 3 ... n—1 n
r—(n nel n—2 9 1), s =(1,3,...,2n —1,2,4,6,...,2n)

Reseni:
Permutaci » mizeme pomoci cykli zapsat jako

r:{umxzn—n“«
(1,n)(2,n—1)...(

n+2 4
O pro n sudé,

nol i)t pro n liché.

3 I3

. v « . o , 1 5 « s
V prvnim pifpadé mame 7 cykli, v druhém “7= cykli. Celkové tedy dostavame,
ze
(—1)"2 = (—1)2 pro n sudé,

1

—(—1 n—pocet cykla — - 1
sgn(r) = (—1) {(_1)n—2 = (—1)"z  pro n liché.

Znaménko permutace s mizeme spocitat pomoci poc¢tu inverzi. Inverze je dvojice
prvka (7, ), takova, ze i > j a i se v cyklu nachézi pied j. Urcime:
e 2n—1:(2n—1,2),(2n—1,4),...,(2n—1,2n—2) - dohromady n — 1 inverzi,
e 2n—3:(2n—3,2),(2n—3,4),...,(2n—3,2n—4) - dohromady n — 2 inverzi,
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6. Permutace

Cv. 6.4

Cv. 6.5

Cv. 6.6

e 3:(3,2) - dohromady 1 inverze.

Celkové tedy mame 2?2—112- = n(n;l)

sgn(s) = (=1)"%"

pocet inverzi __

inverzi, proto sgn(s) = (—1)

Najdéte vSechny permutace komutujici s p = (1, 2)(3).

Reseni:

Pro p mame celkem 3! = 6 moznych permutaci, otestovanim vSech permutaci
dostaneme, ze jediné 2 moznosti jsou p a id.

Najdéte viechny permutace spliwjici p € Si9 a p* = (1,3)(2,4)(7,8,9, 10).

Reseni:

Podivejme se nejprve, jak muze vzniknout cyklus (1,3). Aby se 1 zobrazilo na
3 v p?, musi v p byt soucasti n&jaké cyklu (...,1,a,3,...). Podobné aby se
3 zobrazilo na 1, musi byt (...,3,b,1,...). Spojenim obou tusekii dostavame
(...,1,a,3,b,1,...), tedy nutné cyklus (1, a, 3,b). V permutaci p* se tento cyklus
rozpadne na 2 podcykly (1,3)(a,b). Ze struktury p* je jedind moznost, Ze a =
2,b = 4 nebo symetricky a = 4,0 = 2.

Aby se dale prvky 5 a 6 zobrazily v p? sami na sebe, musi se bud oba zobrazit
sami na sebe uz v p, nebo tvofit cyklus o dvou prvcich (5, ¢), (6,d). Pokud by
libovolné z ¢isel byl soucésti delstho cyklu, slozenim permutace sama se sebou
bychom uZz nedostali (5), resp. (6). Ze struktury p? dale nutné vyplyva, Ze ¢ = 6
a d =5, jinak by (d) a (c) nebyly cykly z p*.

Zbyvé urcit p(7), ..., p(10). Podobné jako v piipadé prvki 1, 3 odvodime, ze musi
existovat usek (..., 7,¢,8, f,9,9,10,h,7,...), resp. cyklus (7,¢,8, f,9,q, 10, h,7),
ktery ale nejsme schopni pouze s pomoci prvki 7, ..., 10 zkonstruovat. Z toho
divodu zadna permutace p nespliuje zadani.

Dokazte, ze slozenim permutaci dostaneme permutaci.

Reseni:

Abychom dokézali toto tvrzeni, staci ukéazat, Ze slozeni dvojice permutaci p, q €
Sy je prosté a na. Poté se bude jednat o bijekci na koneéné mnoziné, coz odpovida
definici permutace. Toto pujde jednoduse dokézat z faktu, ze obé permutace tyto
vlastnosti spliuji.

Prosté: Méjme =,y € {1,...,n} a necht plati

(poq)(z) =ple(z)) = play)) = (Poq)(y).

Protoze zobrazeni p je prosté, plati, ze nutné ¢(z) = ¢(y). Nyni vyuZijeme toho,
Ze je prosté q a tedy plati, ze x = y. Tedy i zobrazeni (p o q) je prosté.

Na: Aby platila tato vlastnost, musi pro kazdé x € {1,...n} existovat prvek
y € {1,...,n} takové, ze (po q)(y) = p(q(y)) = x. Protoze zobrazeni p je
,na‘, tak existuje z € {1,...,n} takové, ze p(z) = x. Zaroven z vlastnosti na
permutace ¢ existuje y, ze q(y) = z. Toto y splije tedy vztah ¢(p(y)) = «.
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Cv. 6.7 Dokazte, Ze znaménko permutace p lze ekvivalentné definovat jako sgn(p) =
(—1)%, kde s je pocet cykla p sudé délky.

Reseni:
Kazdy cyklus miizeme zapsat pomoci transpozic jako

(11,09, ix) = (i1,92)(i2,13) - . . (Tg_1,1k)-

Cyklus délky k tedy muzeme zapsat pomoci k — 1 transpozic, tedy znaménko
sudého cyklu je (—1)F~! = (—1), zatimco znaménko liché¢ho cyklu (1)1 = 1.
Znaménko permutace o £ cyklech muzeme zapsat jako soucin znamének jednot-
livych cykla. Vidime, ze cykly liché délky prispéji do celkového sou¢inu hodno-
tou 1, zatimco cykly sudé délky hodnotou (—1). Staéi proto uvazovat pouze sudé
cykly a skuteéné plati, ze sgn(p) = (—1)*, kde s je pocet cykla sudé délky.
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7. Vektorové prostory a podprostory, linedrni obal

7. Vektorové prostory a podprostory, linearni obal

Cv. 7.1

Cv. 7.2

Rozhodnéte, pro kterd a € Z, tvori mnozina
Su={(w,y,2)7: 2+ 2y — 32 = a}
vektorovy podprostor Z3. Kolik mé tento vektorovy podprostor prvki?

Reseni:

Pokud S, ma byt vektorovy podprostor Z2, tak musi obsahovat nulovy vektor,
tedy (0,0,0). Vidime tedy, Ze musf platit a = 0+2-0— 3 -0 = 0. Déle tedy
predpokladejme, Zze a = 0. Dokazme nyni, ze v takovém piipadé o vektorovy
podprostor jde. K tomu stac¢i oveérit uzavienost na nasobky prvky ze Z; a na
s¢itani vektort.

Uzavienost na nasobky Je-li (z,y,2) € Sy a a € Z7, tak ax + 2ay — 3az =
alr+2y—3z)=a-0=0, a tedy i a(z,y, 2) = (az,ay, az) € Sp.

Uzavienost na séitani Pro (z,y,2) € Sy a (2,1, 2') € Sy, diky distributivité,
komutativité a asociativité s¢itani v Z; plati (x+2')+2(y+7') —3(z2+2') =
(x+2y—32)+ (2’ +2y' —32) =04+0=0,atedyi (z+2",y+y',2+2") € So.

Nyni spocteme pocet prvkil Sy. Pro libovolnou volbu z a y dostavame praveé
jeden prvek z (totiz m—;Qy = bz + 3y), ktery spliuje = + 2y — 3z = 0. Jelikoz
mame 7 moznosti pro z a 7 moznosti pro y, podprostor Sy ma celkem 7 -7 = 49

prvkia.

Zévér: O vektorovy prostor se jedné pouze pro a = 0, v kterémzto pripadé ma
tento prostor 49 prvki.

Nad Zi; urcete priinik feSeni soustavy rovnic Az = 0 a linearntho obalu mnoziny
vektoru {vy, ve, v3}, plicemsz

123 2
A_<3 5 2 1)7“1_

, U2 = , U3 =

— = N =
— W N O
S O O

Reseni:
Nejprve vytesime danou soustavu rovnic.

1 2 3 2 1 2 3 3 1 0 0 -1 1 00 -1
3 5 21 0 -1 -7 =5 0 -1 -7 =5 017 5)°

+s-
1 0

Musime zjistit, které z téchto vektortu se daji vyjadrit jako ajvy + asve + asvs,
kde ay,as, a3 € Zi;. Oznacime-li w; = (1,6,0,1)T a wy, = (0,4,1,0)T, mame

Mnozina vSech feseni tedy vychazi +7r- ;1,8 € Ly

o oo
oo
— o O

e}
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vlastné vytesit rovnici ayvy + agvg 4+ azvs = rwy + swe, neboli a;vy + asve + azvs +
r(—wy) + s(—wq) = 0:

101 -1 0 10 1 -1 0 10 1 -1 0
22 0 -6 —4 02 -2 —4 —4 01 -1 -2 —2
139 0 -1l 7103 8 1 -1 7lo3 8 1 -1
110 -1 0 01 -1 0 0 01 -1 0 0
10 1 -1 0 10 1 -1 0
01 -1 -2 -2 01 -1 -2 —2
“loo o 7 6| loo0o 0 1 4
00 0 2 00 0 2 2
10 —1
01 -1 -2 -2
“loo o 1 4|
00 0 0 —6

z ¢ehoz vidime, Ze r = 0 a s = 0, neboli jedinym vektorem v priniku je 0 - w; +
0 - wy, ¢ili nulovy vektor.

Cv. 7.3 Tvori v8echny polynomy proménné X s koeficienty nad Zs stupné nejvyse 10
vektorovy prostor? Kolik méa tento prostor prvka?

Reseni:
Ano, 3.

Cv. 7.4 Nad Z; urcete, kolik prvka ma nasledujici prinik linearnich obalti

ﬂ span

span

N W N D
O‘!UI[\DCO
QJC;J!—‘O
=W O Ot
o=
O;@@

Reseni:

Oznac¢me dané vektory wvq,vo,v3 a wy, wo,w3. Nyni stac¢i vyfesit rovnici xv; +
Yvo + 2v3 = rw; + swy + tws, podivat se, jaké mozné kombinace hodnot r, s, t
vysly a témi prenasobit wy, we, ws. (Pokud by dané vektory byly linearné zéavislé,
mohlo by se stét, Ze vice feSeni da ten samy vektor.) Odpoved: 49.

Cv. 7.5 Uvazme vektorovy prostor vSech funkci z N do Z,. Pro i € N bud a; funkce,
ktera prvek i zobrazi na 1 a vSe ostatni na 0. Bud b funkce, ktera v8e zobrazi na
jednicku. Lezi b v linearnim obalu span{a;,i € N}?

Reseni:
Nelezi, v linearnim obalu lezi jen linearni kombinace kone¢ného poctu vektort,
a to b neni.

Cv. 7.6 Je-li T (komutativni) téleso, tak kazdy podprostor T™ lze popsat dvéma riznymi
zpusoby: Bud jakoZto feSeni systému rovnic, nebo jako linedrni obal néjakych
vektorii.
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7. Vektorové prostory a podprostory, linedrni obal

(a)

Nad Q popiste feseni homogenni soustavy Ax = 0, kde

12 1 4
AZ(z -2 -1 5)’

jako linearni obal vektort.

Reseni:
Jde vlastné o to, vyresit danou soustavu rovnic. ReSeni 1ze zapsat napt. ve
tvaru

{r-(0,1,-2,0)" +5-(6,1,0,-2)"; r,s € Q}.
Tedy vysledkem je span{(0,1,—2,0)7, (6,1,0,—2)T}.

Najdéte soustavu rovnic, jejimz feSenim bude linearni obal vektort

(1,2,-1,0)" a (1,0,0,1)%.

Reseni:
Hledame vlastné takova ¢isla a, b, ¢, d, aby platilo
l-a+2-b—1-¢+0=0,
l-a+0-b+0-c+1-d=0.

Jinymi slovy fesime homogenni rovnici s matici v S X< S
£e v+Q

12 10y (4701 %tz

10 0 1) \dz-1-1) kzev

S

¥y =

Nesta¢i v8ak najit jedno feSeni (to by mnoZina feSeni vysledné soustavy
mohla vyjit vétsi nez onen poZzadovany linearni obal).

Vysledkem je napiiklad homogenni soustava Az = 0, kde

210 2
A‘(o 120)'
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8. Linearni zavislost a nezavislost

Cv. 8.1 Zjistéte zda jsou vektory z R? linearné nezavislé:

(a) (2,3,-5), (1,-1,1), (3,2, —2). Z
(b) (2,0,3), (1,-1,1), (0,2,1). £
A
7

(a) Hledame koeficienty a, b, ¢ € R takové, ze

2 1
a-| 3 |+b-|-1]+c:
-5 1

/]
55
Reseni: Vije-3 ‘Z A)Q>() {IJM?L Wi A=bec= 0 W

7 toho tedy dostaneme soustavu

1
-1
1

[S2ARNGLRN V)

—2

Vsimnéte si, zZe jednotlivé vektory jsou ve sloupcich matice. VyfeSenim sou-
stavy zjistime, Ze ma fesSeni pouze a = b = ¢ = 0. Vektory jsou tedy linearné
nezavislé.

(b) Obdobné jako v (a) vytvofime soustavu

74 0
2 1 0]0 o -1 7 |N
0—120.(544
3 11

Pomoci Gaussovy eliminace dostaneme

2 1 0]0
0 -1 210
0 0 010

Soustava mé tedy i néjaké netrividlni feSeni a vektory jsou tedy linedrné
zavislé. Pro uplnost doplnime, Ze feSeni soustavy je a = —t, b =2t, c =1
pro parametr t € R. Tedy napiiklad s koeficienty —1, 2 a 1 dostaneme

2 1 0 0
—1-{0)+2-|-1]+1-|(2]=1{0
3 1 1 0

Cv. 8.2 Necht u,v,w jsou linearné nezavislé vektory z vektorového prostoru V' nad R.
Rozhodnéte, zdali jsou nésledujici mnoziny linearné zavislé ¢i nezavislé.
[
(a) {u, u+v, u+w}. A A AV

Jd 49 |, [0V /jgww;

o J OJ
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pao (410N f14v
(b) {u—v, u—w, v—w}. (h4 s \wlgg0 |plo-1-4 /&
0 -1-1 0 -1 ) I

Reseni: QQOM L2

(a) Obdobné jako v predchozim piikladé hledame koeficienty a, b, ¢ € R takové,
aby
0=au+blu+v)+clu+w)=(a+b+c)u+bv+cw.
Protoze u, v, w jsou linedrné nezavislé, musi byt a+b+c=0,b=0ac =0
a tedy i a = 0. Odtud je {u,u + v,u + w} lineadrné nezavisla.

(b) Obdobné jako v pfedchozim pfipadé hledame a,b, ¢ € R takové, ze
0=alu—v)+blu—w)+clv —w)=(a+bu+(—a+c)v+ (—=b—c)w.

Tedy a+b =0, —a+c = 0a —b—c = 0. VyfeSenim dané soustavy dostaneme
feSeni a = t,b = —t,c = t pro parametr t € R. Vektory {u—v,u—w,v—w}
jsou tedy linedrné zavislé, napt. s koeficienty (1,—1,1)T.

Cv. 8.3 Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht X C Y C V. Rozhodnéte,
ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

O‘OMALW (a) Je-li X nezavisla, je Y zavisla. X )(: M()), )(__ (4//){ (()/A)
\J(b) Je-li X nezévisla, je Y nezavisla. X' (- (4/{))/ >/_~ (4//)/ (Z,V)
U%"EW S (c) Je-li X zavisla, je Y zavisla. /
d)khynwmmapxmwmma/ 5 W P A SO
(e) Je-li Y zavisla, je X zavisla. g AL -

[

</

b r1
> K= gy Y, V. .
fﬂ-u wg//;&,.,n[/ﬁ,,,\/f'?\ f’ﬂfyl {[/ij}:O
Reseni: Lo Ik
Obecné dle definice se nezavislost prenasi ,doli“ a zavislost ,nahoru®“. Kon-
krétné:
(a) Neplati: X = {(1,0)T} a Y = {(1,0)7,(0,1)"} jsou obé nezavislé v R2.
(b) Neplati: X = {(1,0)T} je nezavisla, ale Y = {(1,0)T,(2,0)T} je uz zavisla

v R2.
(c) Plati. M&jme X = {vy,...,v} aY = {vy,...,v5,w; ..., w;}. Podle pred-
pokladu je mnozina X zavisla, tedy existuji aq,...,ap € T takové, ze

(oq,...,00) #(0,...,0) a
¢
Zaixi =0.
i=1

Vezméme (i, ..., Bx = (0,...,0). Pak stéle plati, ze (aq, ..., ap B, ..., k) #
0,...,0) a

14 k
ZO@U?; + Zﬁjwj =0
i=1 j=1
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je netrivialni linedrni kombinace vektori z Y, ktera se rovna 0. Mnozina Y
je tedy také linearni zavisla.

(d) Plati. Jde o obménu bodu (c).

(e) Neplati: Y = {(1,0)7,(2,0)T} je zavisla, ale X = {(1,0)"} je nezavisla
v R2.

Cv. 8.4 Rozhodnéte, zda vektory (0.1.1, )T (1,0,1. )7, (1,1.0, DT, (1.1,1,0)7 jsou
) y 9 Y ) P B bl b ] bl P ] J

Cv. 8.5

Cv. 8.6

linearné zavislé v R* resp. v Z3.

Reseni:

Ulohu fedime stejné jako ve cviceni 8.1, jen jednou pocitdme nad télesem R
a podruhé nad Zs. Zjistime, Zze nad R jsou vektory linearné nezavislé a nad Zs
jsou linearné zavislé. Vidime tedy, Ze linearni zavislost /nezavislost zavisi na volbé
télesa, nad kterym je dany vektorovy prostor.

Budte U, V' podprostory prostoru W. Dokazte, ze UNV = {0} pravé tehdy, kdyz
kazdy vektor x € U + V se da jednoznacné zapsat jako x = u + v, kde u € U,

vev. I / VDM ) ?503

~ . . P i ) /
m: o /ﬂ/ Kg’w/w Qﬁwc“‘/7 I e
M¢jme 2 vyjadreni vektoru x: % , oéé/lw y V/hJ/ AN

U +v1 =T = Uy + v
1 1 2 T U2 /%;Z,;/? Mﬂ?V

7
pro uy,us € U a v1,v € V. Rovnost upravime na %A”J /Sq

Qymm W@?%?&/WWW“

Uy — Uz = VU2 — V1. p/Wq /g @é /MW
4

Vektor u; — us lezi v U a vektor vy — vy lezi ve V. X \)/ JWJZ%M
Pokud tedy U NV = {0}, pak u; — us = vg — v7 = 0. Z &ehoz, ale vyplyva, ze
U1 = Ug a v = vy a vyjadieni x tedy je jednoznacné.
Na druhou stranu, pokud vyjadieni x neni jednoznacné, pak u; # us nebo vy # vg
(ve skutefnosti musi nastat obé moznosti). Necht tedy u; # uy (druhy piipad

je obdobny). Pak ale u; — uy # 0. Vektor u; — us vSak lezi jak v U tak ve V.
Prianik U NV tedy obsahuje i nenulovy vektor.

Urcete, zdali nésledujici mnoziny vektori jsou nezévislé v prostoru realnych

funkci R — R (nad télesem R).
a) {20 —1, 2z —2, 3z}. a) (_4 -7 O)A/(Jz o N(/Jg
R W R T

(a)
(b) {z*+2x+3, x+1, 2 —1}. ﬂ (76) '
(¢) {sinz, cosz}. 0/ 7 @[/3% ; w'l Wl
(d) {sin(z + 1), sin(x + 2), sin(z + 3)}. WWM{II/{ M[MW)/W{ R <G§/“ 4>
(e) {In(z), log;s(22), logy(x?)}. a- -Gy
Lo-23¢
YA 49 9 c:0
Reseni I I VRN A 2N
. 00 AR b Qx4 sk 20
N9 9 ke x=1 Wo 2)
Jinf-)  COSK = R R
f 3 jﬁ) LUZ A= v=0 94);7 b=
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(a)

Ozna¢me f(x) =2z —1, g(xr) = x — 2 a h(z) = 3z. Pak hledame a,b,c € R
takové, ze a - f(z) +b- g(z) + c- h(x) = 0 pro viechna = € R. Pokud tedy
dosadime za f, g a h dostaneme:

a-2e—1)+b-(r—2)+c-3x=(2a+b+3c) - x+ (—a—2b) =0.
Rovnost je splnéna pro vSechna z pravé tehdy kdyz:

2a+b+3c=0,
—a —2b=0.

Tato soustava ma netrivialni feseni napiiklad (—2,1,1). Funkce jsou tedy
linearné zavislé.

Opét hledame a, b, c € R takové, ze

a- (2 +20+3)+b-(x+ 1) +c-(r—1) =a-2*+(2a+b+c)- v+ (b—c) = 0.

7, toho dostaneme homogenni soustavu

10 010
21 110
01 =110
Tato soustava ma jen trivialni feseni (0,0,0). Funkce jsou tedy linedrné

nezavislé.

Snazime se splnit rovnici asinz + bcosx = 0. Pokud dosadime x = 0, pak
dostaneme b = 0, protoZe sin(0 = 0 a cos 0 = 1. Pokud dosadime = = 7, pak
dostaneme a = 0, protoze sin 7 = 1 a cos § = 0. Funkce jsou tedy linearné
nezavislé.

Ze souctovych vzorci pro sin z mame:

sin(xz + 1) = sin(z) - cos(1) 4 cos(z) - sin(1),
sin(x + 2) = sin(z) - cos(2) + cos(z) - sin(2),
sin(xz + 3) = sin(z) - cos(3) + cos(z) - sin(3).

Sestavime tedy rovnici

0=a-sin(x +1)+b-sin(x + 2) + ¢ sin(z + 3)
= (a-cos(1) +b-cos(2) + ¢ cos(3)) - sin(z)
+ (a-sin(1) + b - sin(2) + ¢ - sin(3)) - cos(z).

Jelikoz jsou sin a cos linedrné nezévislé, pak musi platit:

a-cos(l) +b-cos(2) 4+ c-cos(3) =0,
a-sin(1) +b-sin(2) + ¢ - sin(3) = 0.

Coz je homogenni soustava o 2 rovnicich a 3 nezndmych, musi mit tedy
néjaké netrivialni feSeni. Funkce jsou tedy linedrné zavislé.

Plati nasledujici rovnosti: log,,(2z) = B2t 4 Jog, (72) = 2lne

0 s - V Tovnici
a-In(x) + b - logyy(27) + ¢ - logy(x?) = 0 jsou prvni a posledni ¢len vza-
jemnymi nasobky. Rovnice ma tedy netrividlni feseni, napiiklad (a,b,c) =

(—2,0,1n2). Funkce jsou tedy linearné zavislé.
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Cv. 9.1

Cv. 9.2

9. Baze a dimenze

Ve vektorovém prostoru Z$ vyjadiete vektor (3,2,4)7 jako linearni kombinaci
vektort (3,3,2)7, (1,1,47) a (0,2,1)T. Je toto vyjadfeni jednozna¢né?

Reseni:

Vytesime soustavu rovnic, kterd vznikne tak, ze vektory (3,3,2)T, (1,1,4)T a
(0,2,1)" ddme do sloupcii matice a vektor (3,2,4)” pouzijeme jako vektor praveé
strany.

31 013
3 1 212
2 4 1|4
Dostaneme teseni 3 = 2, x9 = p a x1 = 1 + 3p tedy:
3 3 1 0
2| =(+3p) (3] +p 1] +2]2
4 2 4 1
Regeni tedy neni jednoznaéné a vektory (3,3,2)7, (1,1,4)7 a (0,2,1)7 netvoii

bézi prostoru Z2.

Doplite mnozinu M na béazi vektorového prostoru V.

(a) M ={(1,2,0,0)7,(2,1,1,3)7,(0,1,0,1)7}, V = R".
(b) M = {—332, r+2?, 23— 1}, V' je prostor realnych polynomu stupné nejvyse

~

t11.

Reseni:

(a) Prostor V' ma dimenzi 4, proto je tieba rozsitit M o jeden vektor (pokud
je mnozina M linearné nezavisla). Z véty o vyméné plati, ze alesponi jeden
z vektord kanonické béaze je nezavisly na vektorech z M. Nezavislost zjistime
soucasnym vyteSenim rovnic aju; + agus + azusz = e;, kde uy, ug, uz jsou
vektory z M a e; jsou vektory kanonické baze. Dostavame matici

12011000 120 1 0 0 o0
2110100 010 0 0 1 0
o1o0|loo0o1ol”" " loo1] 0 0 -3 1
0310001 000 -21 6 -1

Protoze posledni fadek obsahuje pivot ve v8ech sloupcich na pravé strané,
vidime, Ze doplnénim o libovolny vektor e; se stane mnozina M bézi pro-

storu R*.
(b) Zkusime doplnit M o né&ktery vektor z kanonické baze 1,x, 2, 23. Mame
matici
0 0 -1 1 0 00 -1 100010
0 1 0 0100 0O 100100
-1 1 0 0010~ “lo0o 01 0001
0 0 1 0001 0 0 O 1 0 01
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Zde vidime, ze bud M U {1} nebo M U {23} (a i mnoho jinych moZnosti,
které jsme viak netestovali) tvori bazi V', nikoli viak MU{x} nebo MU{x?}.

Cv. 9.3 Soufadnice vektoru u vaci bazi X = {vy, vy, vs3,v4} jsou [u]x = (a1, as,as,as)’.
Urcete soutfadnice téhoZ vektoru u viaci bazi Y = {vy + vy, vo + v3, vy, U2}

Reseni:
Hledame takova (by,...,bs)" = [u]y, aby platilo

b1 (Ul + U4> + bz (1}2 + Ug) + b31)4 + b4?)2 = @1V1 + QU2 + A3VU3 + Q404.

Protoze je X baze, jsou koeficienty u v; jsou jednoznacné. Dostédvame soustavu

by = ay
by + by = ay
by = as
b1 +b3 = au

Nové souradnice jsou [u]y = (a1, as, ay — ay, as — az)’.
Cv. 9.4 Urcete dimenze a béze nasledujicich vektorovych podprostori prostoru ZZ.

(a) U =span{(4,1,0,3,4,0,0)7,(4,3,1,0,2,3,1)7,(4,1,4,0,3,2,4)7,
(2,4,1,4,4,3,1)7,(0,4,3,2,2,4,3)T}.

(b) V= {(1'1,...,.1’7)T € Zg X +31C2+$3+2(I)4+31’5+I6+2{E7:0,
3x1+4x9+3r3+rs+4rs+206+427, = 0, 200+ 29 +423+405+ 207 = 0}.

ResSeni:

(a) Z generatoru sestavime matici (vektory zménime na fadkové) a tuto ma-
tici prevedeme na odstupnovany tvar. Elementarni upravy neméni radkovy
prostor, vysledné nenulové tadky tvoii tedy hledanou béazi.

4103400 1232 2 4 3
4310231 0110231
4140324 ~10013131
2414 4 31 000O0O0O0O® O
043 2243 00 0O0O0O0O®O

Dimenze U je tedy 3 a baze U je napt. (1,2,3,2,2,4,3)7,(0,1,1,0,2,3,1)7,
(0,0,1,3,1,3,1)7.

(b) Z rovnic sestavime soustavu a budeme hledat bézi jejiho feseni. Konkrétné

dostaneme
1 31231 2 1 31231 2
343142 4]~100 213 21
21 4 0 4 0 2 0 00O0O0 4 3
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ReSenim je

z =p1(2,1,0,0,0,0,0)" + py(1,0,2,1,0,0,0)"+
+p3(1,0,1,0,1,0,0)" + p4(1,0,4,0,0,3,1)".

Vektory u parametri tvoii bazi prostoru feseni, mj. je okamzité vidét, ze
dimenze tohoto prostoru je rovna poc¢tu volnych proménnych.

Dimenze V je tedy 4 a baze V je napt. (2,1,0,0,0,0,0)%, (1,0,2,1,0,0,0)%,
(1,0,1,0,1,0,0)%, (1,0,4,0,0,3,1)~.

Cv. 9.5 Rozhodnéte, zda prostory U a V' z minulého prikladu jsou v inkluzi a pokud ano,
naleznéte takovou bazi vétsiho z nich, aby rozsifovala bazi mensiho.

Reseni:

Dimenze podprostoru je mensi nez dimenze prostoru. Dimenze jsme jiz urcili
diive v predchozim piikladu, muzeme tedy okamzité vyloucit ptripad V C U.
Zbyva ovérit, zdali jsou prostory v opacné inkluzi, nebo jsou-li inkluzi neporov-
natelné. K tomu staci zjistit, jestli dim(span(U UV)) = dim (V) = 4.

Popripadé se také mizeme pokusit vyjadrit vektory baze mensiho prostoru jako
linedrni kombinace vétsi baze (coz je vlastné totéz).

O O = = =N
O~ N O O
— = W =N O
WO N O - O
_= NN = O
W W kW o oo
— W, o oo

S =N
w O N

2 3
2 1
11

Zde fadky prvni matice udavaji souradnice vektort baze U vuci bazi V' (obé tyto
béaze jsme si zvolili vyse). Viimnéte si, Ze se souradnice daji snadno uré¢it z 2.,
4., 5. a 7. slozky vektoru a uvédomte si proc.

Pro rozsiteni baze vyjdeme z libovolné baze mensiho prostoru a pridavame vek-
tory z vétsiho, dokud nedostaneme pozadovanou dimenzi.

Plati inkluze U ; V. Tato inkluze se d& nahlédnout i snaze, protoze vSechny
vektory baze U splhuji rovnice z definice V.
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10. Maticové prostory

Cv. 10.1 Postupné nad télesy R, Zs a Z7; rozhodnéte, zda pro matici A = il)) ?) plati

(@) (172)T6K€f(1‘4)7ﬁ2 (Z /Z))(Z):(g)f(g) X

/ (b) (1,2)" €

hx =0 - 2 (Zj) (2)(90) / Z? X

Reseni:
7 definice jadra a sloupcového prostoru matice plati

Ker(A) = {zx € T" : Az = o},
S(A) =span{A,1,..., Aw} = {Az : 2 € T"},

staci tedy ovéfit, zda vektor (1,2)7 fesf soustavu Az = o nad danym télesem a
zda plati Az = (1,2)T pro n&jaké z € T2

Nad télesem R:

(a) vektor (1,2)T nepat¥i do jadra matice A, protoze

(D6 =6)7 ()

(b) vektor (1,2)T patif do sloupcového prostoru matice A, protoZe soustava

1 271 1 2|1 10
3 1|2 0 -5|—1 01

mé feSeni, konkrétné plati (1,2)" = 2(1,3)" + 1(2,1)".

U= ot

Nad télesem Zs:

(a) vektor (1,2)T patif do Ker(A), protoze

12\ (1) [0
3 1)\2) \o0)’
(b) vektor (1,2)7 nepatii do S(A), protoZe soustava
1 21 1 2|1
3 112 0 04
nemé nad télesem Zs TeSeni.

Nad télesem Zr:

(a) vektor (1,2)T nepatif Ker(A), protoze

(D6 =6)7 ()
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(b) vektor (1,2)T patii do S(A), protoZe soustava

GRG0 -60E)

m4 nad télesem Z; feSenf a plati (1,2)T = 2(1,3)T + 3(2,1)T. / \

e . AR 1791
Cv. 10.2 Najdéte baze prostori R(A), S(A) a Ker(A) pro matici o/
1910 % )n|09

X0 % ¥a % /M(A)k $6 1Y o0 vV

Jd o019 %= 1

1 2 2 3
Xz -y _ A=12 41 3].
4704> 97 =y - 2% 36 1 4 gﬂ@)—“f(ﬂ}?ﬂﬂ)
/

X ows¥e
" ReSeni:
/ Prevedeme matici A do odstupiiovaného tvaru:

7 —

) 1 12 2 3 1201
Xé<'4;‘9,'4,4) *Xz'(j,A;O;O) 241 3|~l0011
36 1 4 000 0

Bézi fadkového prostoru R(A) tvori (napiiklad) nenulové vektory v fadcich vy-
sledné matice, tedy (1,2,0,1)%,(0,0,1,1)T.

% Bazi sloupcového prostoru miizeme vybrat z puvodnich sloupcti matice A, které
4 U (/\»> . odpovidaji bazickym sloupciim odstupiiovaného tvaru. Bazické sloupce jsou prvni
a tieti, tedy vektory (1,2,3)" a (2,1,1) tvori bazi S(A).

/

< Z /} 0 0) K 190 4)%&21 jadra matice A ziskdme z TeSeni soustavy Az = o. Mnozinu vSech FeSeni
l této soustavy muzeme vyjadrit pomoci nebazickych proménnych s, z4 ve tvaru

(—21‘2 — X4, T2, —T4, x4)T = <—2, 1, O, O)T$2 + (—1, 0, —1, l)Tx4.

Bézi Ker(A) tedy tvorf napi. vektory (—2,1,0,0)%, (=1,0,—1,1)7. /51/ Z
) foN e 57
Cv. 10.3 Najdéte matici A takovou, ze g v
11 v 1 /
(a) R(A) obsahuje vektory (1,1)7, (1,2)T a S(A) obsahuje (1,0,0)%, (0,0,1)%,

(b) bazi R(A) i S(A) tvori vektor (1,1,1) a baze Ker(A) je (1,—2,1)T.
7
/] 41 40
g / . g? (Vv d J v o (/
x5 Resen: 172 0 /| J7)

(a) Ze zadanych vektoru v fadkovém a sloupcovém prostoru vidime, ze hledame
matici 3 x 2. Pozadovanou vlastnost splnuji napt. matice

11
00|,
12

S O =
— o O



OZQV) " MA) Jpoil b (M/ 4)T b, é%f(/{) _ (4/4//)/
1 )2

/
44 f) = b0 < o ((218) - g (nl4) -

d/h Q(/“( d ” L, (A
Ja Aﬂ% émé/m o M LZ'/ %/D

/07&/7 éﬂ% /w
Wodinr 1]



46 10. Maticové prostory

(b) V tomto piipadé hledame matici 3 x 3, pro kterou plati
dimR(A) = dimS(A) = rank(A) = dim Ker(A) = 1.

Z véty o dimenzi jadra a hodnosti matice ale vime, Ze pro kazdou matici
A € T ™ musi platit vztah

dim Ker(A) + rank(A) = n.

Matice spliujici pozadované vlastnosti tedy neexistuje.

Cv. 10.4 Rozhodnéte, zda pro matice A, B € R™" plati

(a) S(A) = S(B) implikuje RREF(A) = RREF(B),
(b) RREF(A) = RREF(B) implikuje S(A) = S(B).

Reseni:

T 71

T 7T
(a) Tvrzeni neplati, napt. matice ‘/\XRA): § (q;y)/ (O, ‘7) gl B\@:g(fj{ (])/ (4/”)?

10 0 1
(o) 7= 6o)
maji stejny sloupcovy prostor
span{(1,0)", (0,0)"} = S(A) = S(B) = span{(0,0)", (1,0)" },

ale jejich redukované odstupiiované tvary jsou rizné (obé matice jsou v RREF).

(b) Neplati ani opa¢na implikace, napf. pro matice
1 0 0 0
2=() 2= o)
mame RREF(A) = RREF(B) = A, ale zaroven
span {(1,0)7,(0,0)"} = S(A) # S(B) = span {(0,1)", (0,0)" } .
Cv. 10.5 Z vektoru vyberte bazi prostoru V' = span{vy, vs,v3,v4} a pro ostatni vektory
najdéte souradnice vuci této bazi:

v = (3,1,5,4)7, v, =(2,2,3,3)", vs=(1,-1,2,1)7, v, = (1,3,1,1)".

Reseni:
Zapiseme jednotlivé vektory do sloupcti matice a prevedeme ji do (redukovaného)
odstupnovaného tvaru

32 1 1 10 1 0
12 -1 3 01 —1 0
53 2 1]7loo0 0 1
43 1 1 00 0 0
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Vidime, ze bazické sloupce jsou prvni, druhy a ¢tvrty, bazi prostoru S(A) =V
tedy tvori piivodni vektory v; = (3,1,5,4)7, vy = (2,2,3,3)T a vy = (1,3,1,1)T.

Ze tretiho sloupce upravené matice dostaneme souradnice vektoru vs vzhledem
k bazi B = {vy,vs,v4}, plati

v3=(1,—-1,2,)" =1-(3,1,5,4)" 4+ (—1)-(2,2,3,3)7,
a tedy [03]3 = (]-a _170)

Cv. 10.6 Rozhodnéte, zda plati rank(A + B) < rank(A) + rank(B) pro A, B € R™*".
(Hint: Jaky je vztah mezi S(A) + S(B) a S(A+ B)?)

Reseni:
Uvazujme prostor generovany sjednocenim sloupcti matice A a sloupct matice B,
tedy spojeni S(A) + S(B). Dimenze tohoto prostoru je nanejvys

dim S(A) + dim §(B) = rank(A) + rank(B).

Déle, prostor S(A) + S(B) obsahuje vSechny vektory generované sloupci matice
A+ B, tedy S(A + B) je podprostorem S(A) + S(B). Plati proto

rank(A + B) = dimS(A + B) < dimS(A) + S(B) < rank(A) + rank(B).

M/W) 4 %4 weoéw /03/& h
Cv. 10.7 Jaky je vztah mezi prostory Ker(AB) a Ker(B) pro matlce WV’"L/ s }J// /
(a) AeR™" Be R"™P 6)(= & @(@)X = /f(}ﬁ)(): ,(0 = U /%V G)f/'ﬂ/(/ﬁ@
(b) A € R™™ regularni, B € R"*P? hev (/5) # by (%)

Reseni:

(a) Necht x € Ker(B), pak z definice jadra plati Bz = o. Vektor x patii také
do jadra matice AB, protoze

(AB)x = A(Bz) = Ao = o,

dostaneme tedy inkluzi Ker(B) C Ker(AB). Obréacena inkluze obecné ne-
plati, napt. pro A = 0,, a B = I, je vektor y = (1,0,...,0)T v jadru matice
AB, ale nikoliv v jadru matice B.

(b) Nahlédneme, 7Ze pro regularni matici A plati také inkluze Ker(AB) C Ker(B),
a tedy Ker(AB) = Ker(B). Necht x € Ker(AB), potom (AB)x = o. Z re-
gularity matice A existuje inverzni matice A~!, pro kterou plati

Br = (A"'A)Bx = A7 ((A B)x) = Ao =o,
z ¢ehoz plyne x € Ker(B).

(us) 0 (v w>
U+ Vaw)
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11. Linearni zobrazeni, matice vzhledem ke kanonické
bazi

Cv. 11.1 Rozhodnéte a dokazte, zda-li zobrazeni f: R — R je/neni linedrnim zobrazenim.

0, ‘/ &19)—— (Z);ZZ = Q (X«Q);fozb
bfzle,X 7/ VZ :VZGQ‘/K(O)

0 5001, 4 ()= w8ty ot 41
(e) fs(x = a2, 1 7 1
X %(be):%(z) - 2= Hlary 4y - {01 £h)

Reseni:
Dle definice: Bud'te U, V vektorové prostory nad télesem T. Zobrazeni f: U — V
je linearni, pokud pro kazdé x,y € U a a € T plati:

o flety)=[flx)+ f(y)

o flar) = af(z).
Poznamka: Budeme-li na vektorové prostory nahlizet jako na algebry, pak je line-
arni zobrazeni homomorfismem algeber, coz ndm z algebraického hlediska prinasi

silny pohled a interpretaci linedrniho zobrazeni, jako zobrazeni zachovavajictho
strukturu.

(a) Ovéfime platnost podminek lineadrniho zobrazeni z definice:
L filr4+y)=fi(z)=0=04+0= fi(z) + fi(y) podminka plati
ii. fi(ax) = fi(w) =0= a0 = afi(x) podminka plati.
Obé podminky jsou splnény, zobrazeni f; je tudiz lineérni.
(b) Analogicky ovéfime podminky u zobrazeni fs:
L. fo(lr+y)=folz) =1#2=1+1= fo(x) + fo(y) podminka neplati
ii. dale bychom jiz nemuseli pocitat, ale pro zajimavost prozkoumame,
zda-li zobrazeni homomorfni k druhé operaci ,nédsobeni skalarem z té-

lesa“ folax) = fo(w) =1 # a = al = afs(x), pro obecné o € R
podminka neplati.

Ani jedna podminka neni splnéna, zobrazeni proto neni linearni.

(c¢) Postup u zobrazeni f3 je také analogicky:

Lo fslr +y) = f3(2) = 22 =2 +y) = 2(x) +2(y) = f3(x) + f3(y);
podminka plati

i. f3(az) = f3(w) = 2w = 20z = a2z = afs;(x); podminka plati.

Obé podminky jsou splnény, zobrazeni je linearni.

Cv. 11.2 Rozhodnéte a dokazte, zda zobrazeni f: R? — R? je/nenf linedrni zobrazeni.
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(a) fo
(b)

£, o ) 4

(a) Analogicky se predchozim piikladem, je vSak t¥eba si dat pozor na indexo-
vani vektorti. Ano zobrazeni fg je linearni.

Y) =
-y, x y)

(z
7(2,y)
( ) Méﬁ 5) ﬁflmbm Xt/ - 3»1) 6(46 Xb) é*"l V’l) V[/b) V[(ﬂ)

Cv. 11.3 Pro linearni zobrazeni f: R? — R? dané prepisem f(z,y) = (z + vy, v — y)T
vypo¢téte matici linedrniho zobrazeni (vici kanonické bazi).

Reseni:
Navrhneme dva zptsoby vypoc¢tu matice zobrazeni:

(a) Vyuzijeme tvrzeni, ze linearni zobrazeni je popsano obrazem baze. Zobra-
zeni si vyjadifme vaéi kanonickym béazim ,__[f]... . Vybereme kanonickou
bazi R?, kterou zobrazenim zobrazime

()0l 7 (O)L =)

Vyjadieno vuci kanonické bazi se matice obrazu nezméni je tedy se jedna

o matici zobrazeni
1 1
kan[f]kan = (1 _1) .

(b) Budeme poécitat matici zobrazeni vié kanonickym bazim | [f]
uzijeme vyjadreni ze znalosti vzoru X a obrazu F X =Y.

=1 0) =G4

Ze vztahu F' = Y X! vypocteme matici zobrazeni

()

Cv. 11.4 Vypoctéte matici F' linedrniho zobrazeni f: R3 — R3, které po radé zobrazi
vektory:

kan

A vy-

kan *

f(<_17 -3, I)T) = <_17 L, O)Ta
f((ov 3, _2)T> = (07 L, _1)Ta
f((=1,-2,2)") = (1,0,17).
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11. Linedrni zobrazeni, matice vzhledem ke kanonické bdzi

Matici linearnich zobrazeni lze vypocitat i ze znalosti vektora a jejich obrazi.
M¢jme mnozinu vektori X a jejich obrazii Y. Vektory X je na vektory Y zobrazi
matici linearntho zobrazeni F' prondsobenim F'X =Y. Je-li matice X regularni,
pak existuje jeji inverzni matice X~!. Upravime rovnici pronasobenim matici
X! zprava, dostavime FXX ' =Y X! cozserovna FF =Y X1

Matice X je matici vzorovych vektortu zapsanych po sloupcich a matice Y je po
sloupcich zapsanou matici obrazu vektort:

1 0 -1 -1 0 1
X=|-3 3 2], vy=[1 1 o0
1 -2 2 0 —1 1

Inverzni matice X ! k matici X se rovna:

-2 -2 =3
X'1t1=|-4 -3 -5
-3 -2 -3
Vysledné matice zobrazeni F' se rovna:
-1 0 O
F=|-6 -5 -8

1 1 2
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12. Matice prechodu a matice lineArniho zobrazeni

Cv. 12.1 Mgjme vektorovy prostor U = R3 a zobrazeni f: U — U a mé&jme jeho bézi
By ={(-1,0,3)",(2,-2,2)",(0,1,-3)"}.

Vypoctéte matici F' = 5 [f]z, linearniho zobrazeni f, o kterém vime, ze zobrazi
U U
bazické vektory:

f((_la 0, 3)T> = <_27 0, 6)T
f((27 _27 2)T) = (47 _47 4)T
f((O? L, _3)T> = <07 2, _6)T

Vsimnéme si, ze vektory jsou ,,2-krat zvétseny*.
Matici F, reprezentujici linedrni zobrazeni f, zobrazte vektor [z]p, = (1,2, —1)7T,

tj. dostaneme vektor [f([z]p, )] 5, -

U

Reseni:

Vyuzijeme definice matice linedrniho zobrazeni, maticové reprezentace linearniho
zobrazeni a také tvrzeni, ze kazdé lineédrni zobrazeni je definovano obrazem béze.
Nejprve si pripomeneme konstrukci matice linedrniho zobrazeni obecné, nasledné
ji uchopime intuitivné a nakonec do obecné konstrukce dosadime konkrétni za-
déani ulohy.

Méjme vektorové prostory U a V' na télesem T a linearni zobrazeni f: U — V.
Vektorovy prostor U je popsan bazi By = {x1,...,x,} a vektorovy prostor V
je popsan béazi By = {y1,...,Ym}. Matice linedrniho zobrazeni f: U — V je
definovana tak, ze j-ty sloupec 5 [flg, je [f(7;)]5,-

Intuitivné: matici linedrntho zobrazeni konstruujeme tak, ze j-ty sloupec matice
je tvofen soufadnicemi zobrazené¢ho vektoru x; vici bazi By, resp. sloupcovy
vektor z; zobrazime a dostavame vektor f(z;) a tento obraz vyjadiime viaci
béazi By tj. dostavame sloupcovy vektor zminéné [f(z;)]p, . Matici konstruujme
postupné pres vSechny bazické vektory.

Otazka pro lehké rozmysleni a ovéfeni si, ze konstrukci matice linedrniho zob-
razeni rozumime: mame-li n vektoru béze By a m vektoru baze By kolik bude
mit vysledna matice F' sloupcii a kolik fadka? Pro¢ 1ze kazdé linearni zobrazeni
zapsat maticove?

Zpét k teseni prikladu. Konstruujeme matici linearniho zobrazeni B [f] By Z de-
finice. V konkrétnim zadéni prikladu zobrazeni f: U — U tedy pocitdme s jed-
nou bazi a jednim vektorovym prostorem. Ukazeme si vypocet prvniho sloupce
matice F. M&jme prvni bazicky vektor, tj. x; = (—=1,0,3), ktery se zobrazi
zobrazenim f((—1,0,3)T) = (=2,0,6)T. Nasledné vektor f(z1) vyjadiime viici
bazi By;. Regime soustavu linearnich rovnic Az = b:

] -1 2 0]-2 10 0|2
Tr1T T2 I3 f(ZL’l) ~ 0 —2 1 0 ~ 01 0/0 ,
. 3 2 -3|6 00 1]0
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pricemz vektory byly napsany jako sloupce matice, vektory baze By jako leva
¢ast matice a vektor f(xzy) jako vektor pravé strany matice.

PovS§imnéme si, ze podle sloupcové interpretace feseni soustavy linedrnich rovnic
plati, Ze mé-li soustava feSeni, prava strana matice b je rovna linearni kombinaci
sloupcii matice, pri¢emz jednotlivé proménné z jsou koeficienty této linearni
kombinace a geometricky urcuji ,,miru naskalovani“ prislusnych sloupct matice.
Tedy divame-li se na sloupce matice soustavy jako na bazi, tak vysledny vektor
feSeni x udava souradnice vektoru pravé strany b vici bazi dané sloupci matice,
tj. [b]sa)y = x. (V piipadé, Ze sloupce matice netvoif bazi, jsou ale generatory
S(A) astéle plati b € S(A), pak se nejedna o souradnice ale o koeficienty lineérni
zéavislosti.)

Vypocet vyjadieni vektort vici bazi lze provést paralelné:

By, By, Bu,|f(z1) f(x2) f(zs) | ~ | 21 22 w3|f(x1) f(22) flxs) | ~
[ N I | | I . | |

1 0 012 0 O

~ 0o -2 1 0 —4 2 ~ 01 010 2 0

3 2 =3| 6 4 —06 00 110 0 2

Sloupcové vektory pravé strany matice, tj. feSeni soustavy, tvori sloupce hledané
matice linearniho zobrazeni F:

B

I

os}

w}

=

jos}

-]

I
O O N
o N O
N O O

Intuitivné: Vypocitali jsme matici zobrazeni, které zobrazuje vektor z vyjadreny
vadi bazi By, provede s nim transformaci (2-krat zvétsi) a ponecha ho vyjadieny
vici bazi By. Jedna se o matici Skalovani, které libovolny vektor naskaluje 2-krat.
Otazka: Matice skalovani vypadé ,, povédomé® ¢i ,,o¢ekavatelné”. Jakou roli v tomto
zobrazeni hraje baze? Jak se zméni matice zobrazeni, zménime-li bazi resp.
budeme-li mit matici zobrazeni vuci jiné bazi p [f]z 7 Zméni se viibec? Na
tomto misté si muzete udélat alespon odhad.

Zobrazeni vektoru [z]g, = (1,2,—1)T provedeme zobrazenim f(x) = Fz =
[f([x]BU)]BU = (2’47 _Q)T'

Cv. 12.2 Upravme zadani. Co kdyz chci 2-krat skalovat z vektorového prostoru U daného
bazi By = {z1 = (—1,0,3)T, 25 = (2,-2,2)", 23 = (0,1, -3)T} do jiného vek-
torového prostoru V' daného bazi By = {y; = (=1,1,0)T, 5, = (0,1, —-1)T, y3 =
(1,0,1)T}? Jaké zobrazeni konstruujeme?

Matici zobrazeni zobrazte vektor [z]pg,,, tj. dostaneme vektor [f([z]s, )]s, -

Cv. 12.3 Upravme zadéani. Co kdyz chci 2-krat skdlovat z vektorového prostoru U do jiného
vektorového prostoru V7 Zobrazeni f: U — V.

Vektorové prostory zadany bazi:
By = {z; = (—1,0,3)", 1y = (2,-2,2)", 23 = (0,1,-3)"},
BV - {yl = (_17 170)T7 Y2 = (Oa 17 _1)T7 Y3 = (1707 1>T}
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Cv. 124

Jak bude vypadat matice takového zobrazeni? Jaké zobrazeni konstruujeme?

Matici zobrazeni zobrazte vektor [z]pg,,, tj. dostaneme vektor [f([z]|s, )]s, -

Reseni:

Konstruujeme matici linearniho zobrazeni p [f]p, 7 definice.

Princip vypoctu zistava stejny. Zmeéna oproti pfedchozimu ptikladu probéhne
v kroku vyjadfeni obrazi vektort, kde misto baze By vyjadiujeme vektoru vici
béazi By, do které zobrazeni zobrazuje.

By, By, By, |f(z1) f(w2) f(x3) | ~ | v1 v2 ys|f(x1) f(x2) f(as) | ~

-1 0 1,-2 4 0 10 0]-2 -2 -2

~ 1 1 00 -4 2 ~1 0104 -2 4

0O -1 16 4 -6 0012 2 =2
-2 =2 =2
Vysledna matice p [flp, = [—4 —2 4
2 2 =2

Zobrazme zadany vektor [z]g, = (1,2,—1)" linedrnim zobrazenim reprezento-
vany matici g [f]p, . ReSent:

[f([2]8)lBy = 5,[f]5, - lolB, = Fv = (2,-12,8)".

Upravme zadani: Co kdyz oproti predchoziho pfipadu, zobrazeni nebude trans-
formovat, ale jen ménime bézi (vektorovy prostor)?

Matici prechodu vypottéte souradnice vektoru [z]p, viéi bazi By, tj. [z]p, .

Ill] &] LQ
- . Mh lihy)
Reseni:
Pocitame matici pr‘echodu By [zd] B, ©d baze By vektorového prostoru U k bazi
By vektorového prostoru V.

) RREF (

Mnemotechnickd pomucka vypoctu: (By|By I | g, lidlg, ).

Postup obdobny predchozimu piikladu. Rozdil je v kroku, kdy nebudeme prova-
dét transformaci, resp. transformace je realizovana identickym zobrazenim. Do
vypoctu matice linearniho zobrazeni dle definice dosadime takto:

By, By, By,|By, By, Bu, | ~| v1 v2 ys|@1 22 z3 | ~

-1 0 1|-1 2 0 1002 -1 -1
~ 1 1 00 =2 1 ~1010}-2 -1 2
0o -1 13 2 =3 0011 1 -1
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Cv. 12.5

Cv. 12.6

2 -1 -1
Vyslednd matice p [id]p = |-2 -1 2
1 1 -1
Zobrazme zadany konkrétni vektor [z]p, = (1,2,—1)" linedrnim zobrazenim

reprezentovany matici p [id]p . Refent:
5y lid] 5, (25, = lid([2]5,)]5, = (1,—6,4)".

Pro kontrolu lze vypocitat souradnice vektoru vyjadirenim vici bazi soustavou
pres linearni kombinaci.

V predchozich prikladech, jak vypada matice prechodu od baze By k bézi By?
(vypocet z definice)

Matici pfechodu vypoctéte souradnice vektoru [z]p, vaci bazi By, tj. [z]p,-

Reseni:
V predchozim postupu zaménime levou a pravou stranu matice pro vypocet
vyjadreni do baze.

] ] ] -1 2 0|-1 0 1 100[123
1 T2 T3|Yr Yz Ys | ~~ 0O -2 1|1 1 0)~1010(012
I A 3.2 =3/0 -11 001|134
1 2 3
Vysledna matice F' = 5 [id] B, = |0 1 2
1 3 4

Resent: 5 [id|p [2]p, = (1,2,—1)7.

Pro kontrolu lze vypocitat souradnice vektoru vyjadienim vici bazi.

Jiny zpusob vypoctu: Vypoctéte matici prechodu od baze By k bazi By pomoci
vypoctu inverzni matice, zndme-li matici prechodu By [id] B -

Reseni:
Vyzijeme teorie: Bud U a V vektorové prostory a f: U — V isomorfismus,
pak g [f_l]BV = (p,[f]5, )~!. Predpokladejme nyni, ze vime, Ze zobrazeni

5, [id] 5, je isomorfismus.
2 -1 -1\

BU[id_l]BV:(BV[id]BU>_1: -2 -1 2 =
1 1 -1

—_ O =
[GURS )
=N W

CimZ jsme spocitali matici prechodu dvéma zptsoby: a) vypoc¢tem z definice ma-
tice linedrniho zobrazeni, b) vypocet inverzniho zobrazeni v piipadé izomorfniho
zobrazeni.
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Cv. 12.7 Zname matici p [f]p  linedrntho zobrazeni f: U — U a chceme ji vyjadfit viici
bazi Bv.

Reseni:
Zpusoby TeSeni jiz znédme vice:

(a) Matici miZeme sestavit piimo z definice analogicky postupu sestaveni ma-
tice g [flp, -

(b) Muzeme vyuzit jiz spocitanych vysledku a skladéani linearnich zobrazeni:
Bv[f]BV = Bv[id]BU ) BU[f]BU ) BU[id]BV‘
Intuitivné: zobrazovany vektor vici bazi By se zobrazi matici prechodu
By [1d] g, ViCi bazi By, nasledné se transformuje matici 5 [f]p a vyjadii
se zpét matici prechodu p [id]p =~ viéi bazi By.

Cv. 12.8 Méjme matici M linearmho zobrazenl Kolik linearnich zobrazenl popisuje ma-

tice M7 /)0/)/%!4 ‘/W /MV VM&/ th/ ﬂ;m A/L m (Qém/hw, b%(,/ /W/%
7ZD/ /b Wé%?mr/ Aﬂ/’ /1 /Jc/pé %Zt

Reseni:

Jedné se o lehce zavadéjici otazku. Odpovéd zélezi na podmince, jestli mame
definované baze vici nimz zobrazeni definujeme. V pfipadé, Ze ano, pak matice
M reprezentuje jen jedno linearni zobrazeni a toto linedrni zobrazeni je repre-
zentovano pravé jednou matici, jedna se o dusledek véty o jednoznacnosti matice
linearniho zobrazeni. Pokud vSak neni uvedeno, viici jaké béazi se zobrazeni vy-

jadiuje, pak ke kazdé bazi existuje jedno linearni zobrazeni. / 40 Y
Cv. 12.9 Mgjme linearn{ zobrazeni f: ]R3 — P? dané matict 022 |ylo-77 a
7 y /o ¢ T 9oV
' -9 = i’ WVS 1 -1 0 N o 4
/ = -
J/W)(é/(()) 42 [ 2| <(]/] )W;A’
-3 1 -2 107

kde

209 Ve ,}3/ é’“ 'M
—

By ={(- 103) (2—22) (0,1,-3)"},
(v ﬁ%é 02 0 By ={-2*+x,2—1,2°+1}.

Urcete, zda je zobrazeni:

(a) proste — S /M/JJ‘y)lefn ‘{JVP ély (Ayy /117 )) & ?-;)/i
(b) na T W&W; M/Z Vﬁﬂ? Zelﬂl/ﬂ; YZ

Lim {(“) £ A (/) ) Z cm %W
Reseni: ﬁ a; /& /‘j/&’ //

A (U) = dWKW(@) . cbm(/{f(l/l))
(0 %WW//WE/! " W/M 00\ by, ol W%w /ﬁa
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(a) Protoze rank(F') = 2 a pro kazdé linearni zobrazeni f: U — V je dim(U) =
dim(Ker(f)) + dim(f(U)), tudiz dim(Ker(f)) = 3 — rank(F') = 1. Z netri-
vialnosti jadra zobrazeni plyne, Ze zobrazeni f neni prosté. Alternativneé,
zobrazeni dané matici F' neni prosté, protoze I’ nema linedrné nezavislé
sloupce.

(b) Vime, ze plati dim(f(U)) = dim(S(F')) = rank(F'), kde dim(f(U)) urcuje
dimenzi obrazu zobrazeni f. Z hodnoty dimenze vektorového prostoru P?,
které ma dimenzi dim(P?) = 3, plati dim(f(U)) < dim(P?). Proto neni
zobrazeni ,na‘“. Alternativné, zobrazeni dané matici I’ neni ,na“ protoze,
dle F’ nema linearné nezavislé radky.

Cv. 12.10 Mgjme linearni zobrazeni f: R® — R3 definované matici

2 1 3 {%P/ 4
Y el

-1 =2 3

&
() f@)= 1) = (-L-L07, 7 hyo |7 R
(b) f(2) = () ! ’
Resens.

- 77
(a) V Ted linearnich zobrazeni hledame vektor z, ktery se zobr?} zobrazenim

f na zadany vektor b = f(x) V fedi:
Coo £ // / d ; .- 7
i. linearnich zobrazeni x — f(z) o Vil Vo907 Fge )

ii. matic linedrnich zobrazeni x = b

iii. maticovych reprezentaci soustav linearnich rovnic Az = b; pfic¢emz,
lze-1i soustavu linearnich rovnic vyfesit, plati b € S(A), tedy b je li-
nearni kombinaci sloupcovych vektoru matice A, kde feSeni x udava
,haskalovani“ téchto vektoru.

Sestavime a vyfresime soustavu linearnich rovnic

-2 -1 3 |—-1 1 0 —-1|1
2 3 -5|-1|~101 —-1]-1
-1 -2 3|1 00 010

Z teseni vidime, Ze matice ma netrivialni kernel a tedy nekonecno fesSeni.
Uréime si dvé konkrétni fegeni napi. » = (1,—1,0)7, y = (0,-2,-1)T.
Miizeme provést kontrolu zobrazenim vektori. Tyto vektory jsou souradnice
vektoru vuci bazi B.

(b) V tomto pfipadé nemame zadany vektor f(x) = f(y), ke kterému hledame
vzor. Co s tim? Pfibyl nam jeden volny parametr. Dil¢im feSenim tlohy je,
jeden vektor f(x) zvolit. Vime ale pak, ze f(z) € S(A), resp. Ze ma soustava
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feSeni? Zvolme tedy f(z) takové, ze f(x) € S(A). Zvolime si ndhodny
vektor (vybéru sloupci matice A — sloupcova interpretace feSeni soustav
linearnich rovnic), napi. x = (1, —1,0)7 (zvolena byla takova &isla, aby se
s nimi dobfe pocitalo), a vypoc¢teme jeho obraz f(x) = Az. (Coz je zptisob,
jak byl zkonstruovan tento piiklad.) P¥i¢emz situaci prevadime na predchozi
pripad.
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13. Obraz, jadro, isomorfismus
Cv. 13.1 Rozhodnéte, zda zobrazeni f: R3 — R?® dané predpisem
f(xvyaz> = <$+y—22, Yy—z x_y)T
je isomorfismem R? na sebe sama (takzvanym automorfismem).
Reseni:
Isomorfismus dvou vektorovych prostori je vzajemné jednoznac¢né linearni zob-
razeni (tedy linearni zobrazeni, které je bijekce). Budeme chtit zjistit dimenzi
jadra (pokud je zobrazeni prosté, tak mé byt nulovd) a dimenzi obrazu = di-
menzi sloupcového prostoru (pokud ma byt zobrazeni ,na“, tak musi byt stejna
jako dimenze prostoru, do kterého to zobrazeni jde).
Sestavime matici zobrazeni vici kanonické bazi (jakakoliv baze by poslouZila
stejné):
1 1 =2
kan[f]kan = 0 1 —1
1 -1 0
Abychom uréili rank této matice, provedeme Gaussovu eliminaci:
1 1 =2 1 1 =2 11 =2
o 1 -1}]~(0 1 —-1]~(0 1 -1
1 -1 0 0 -2 2 00 0
Vidime, Ze dimenze jadra matice je rovna jedné, takze zobrazeni neni prosté. To
miizeme i snadno ovéiit: f(0,0,0) = (0,0,0)" = f(1,1,1).
Obdobné dimenze sloupcového prostoru je rovna dvéma (vzpomeiite na vétu, ze
dimenze sloupcového a fadkového prostoru se rovnaji). Tedy funkce neni ,na“.
Opét bychom mohli ovérit, Ze napifklad vektor (0,0,1)” neni v obraze (stejna
Gaussova eliminace doplnéné o pravou stranu).
Cv. 13.2 Mgjme linearni zobrazeni f: R — R zadané obrazem béaze B:

f(2,1,1) = (1,2,3)T,
f(1,3,5)=(3,2,1)",
f(7,1,4) = (1,1, )"

Zjistéte, jestli je zobrazeni prosté (pokud neni, najdéte vektory u, v € R? takové,
zeu# v A f(u) = f(v)) ajestli je ,na* (pokud ne, najdéte vektor, ktery neméa
predobraz, tedy u € R3 takové ze Vv € R3: f(v) # u). Urcete dimenzi a bézi
obrazu a jadra tohoto linedrniho zobrazeni.

Reseni:
Prostota: Napied urcime, jestli je zobrazeni prosté (injektivni). Pokud by ne-
bylo, pak by nutné existovaly dva rtzné vektory u,v € R? (z defini¢ntho oboru)
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takové, ze f(u) = f(v). Upravme si tuto situaci:

flu) = f(v),
Alflg - [uls = 4flp - V],
alflp - [uls = Alflp - ] =0,
Alflp - ([u]s = [v]B) = o,

kde ,[f]z znaci matici linearniho zobrazeni a [u|p, [v] 5 znadi vektory soufadnic
vektort u,v vadé bazi B, tedy [f(u)la = 4[flg - [u]s. V nasem piipadé je baze
A kanonicka baze. Tedy pokud je zobrazeni prosté, pak jeho matice ma ve svém
jadre jediny vektor o.
Sestrojime tedy matici (bude brat vektory soufadnic v bazi B a vracet vektory
soufadnic v kanonické bazi):

1 31

wnlflp =12 2 1

3 11

Pomoci Gaussovy eliminace najdeme jeji jadro:
1 31 1 3 1 1 31
22 1 ~10 -4 -1 ~10 41
31 1 0 -8 =2 000

Vidime, Ze jadro mé dimenzi jedna a vSechna FeSeni této homogenni soustavy
maji tvar: {(—1t, —1¢,t)7 | t € R}. MiZeme volit vektor [u]g = (1,1, —4)7, tedy

u=1-(2,1,1)"+1-(1,3,5" —4-(7,1,4)" = (-25,0,-10)7,
ktery se zobrazi na nulu (stejné jako nulovy vektor)
f<07 07 0) = <O> 07 O>T = f(_257 07 _1(])

Vsimnéte si, ze soufadnice vektoru z jadra matice byly vic¢i bazi B, my chtéli

CNINY N v

souradnicemi.

Dimenze jadra: Vzhledem k tomu, Ze jadro linearniho zobrazeni ma dimenzi
jedna, tak jeho bazi miZe tvoiit napiiklad vektor v = (—25,0,—10)T (vzpo-
meiite, jak jsme na ngj piisli — plati, Ze [(—=25,0,—10)T]|p = (1,1, —4)).

Obraz a surjektivita (jestli je “na”): Kazdy vektor z obrazu je linearni

kombinaci sloupcovych vektorii. Specidlné existuje vektor a € R?® takovy, Ze
f(a) = (1,2,3)" (psdno v kanonické bézi), to byl nas zadany vektor (2,1,1)7,
ktery mél v bazi B souradnice [(2,1,1)"]p = (1,0,0)”.

Z minulé Gaussovy eliminace vidime, Ze dimenze obrazu (coz je dimenze sloup-
cového prostoru, coz dle véty z prednéasky je rovné dimenzi fadkového prostoru)
je rovna dvéma a jeji béaze jsou napiiklad prvni dva vektory: (1,2,3)7, (3,2,1)7
(obraz je pak lineérni obal téchto dvou vektori). Dimenze obrazu je tedy dva a
zobrazeni f neni ,na‘ (surjektivni).

Vektor mimo obraz: Doplnénim téchto dvou vektort na bézi R? ziskdme vek-
tor, ktery nemé piedobraz ve zobrazeni f. Naptiklad to miZe byt vektor (0,0, 1)
(pokud bychom nedopliiovali z kanonické baze, ale z jiné, mohl nam vyjit jiny
vektor).
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Cv. 13.3 Necht f: U — V,g: V — W jsou isomorfismy vektorovych prostort. Dokazte, ze
go f: U — W je také isomorfismus vektorovych prostori (tedy Ze isomorfismus
je ekvivalence). Specialné ukazte, ze:

(a) Jsou-li f, g prosté, pak g o f je prosté.
(b) Jsou-li f,g ,na“, pak go f je ,na“.

Reseni:

(a) Jsou-li f,g prosté, pak go f je prosté: Vime, Ze:

Vul,uz eU : Uq 7& Uy = f(ul) # f(UQ),
Vo, v €V iog #£ve = g(v1) # g(va).

Chceme:

Vup,ug € U s up #uy = g(f(wa)) # g(f(u2)).

Vezmeme-li libovolné riznéd ui,us € U: up # usg, pak f(ur) # f(uz) jsou
ruzna (f je prosta). Z toho, ze g je prosta a f(uy), f(ug) € U: f(u1) # f(usg)
méme g(f(u1)) # g(f(u2)).

(b) Jsou-li f,g ,na“, pak fog je ,na“: Jen napovéda: pro libovolné w € W
napfed najdeme jeho predobraz v g, pak predobraz predobrazu v f.

Cv. 13.4 Rozhodnéte, jestli jsou néasledujici dvojice vektorovych prostort isomorfni:

(a) R>? a RY,

(b) R* a P? (prostor realnych polynomt stupné nejvys t¥i),

(c) R™*m g R™*™

(d) R™ nad R a C" nad C,

(e) R? a{x € R*| 1 + x5 = 3 + 74 = 0},

(f)
)

(g) R* a linearni zobrazeni f: R* — R.

prostor vSech realnych polynomi a prostor vSech realnych posloupnosti,

Reseni:

(a) R?*Z a R,

Ano, ovéite zobrazeni

7~ N

o

QL

N~
Qo o9
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(b)

R* a P3 (prostor redlnych polynomt stupné nejvys t¥i).

Ano, realny polynom stupné nejvys tii muZzeme reprezentovat jeho koefici-
enty (Etyfi realna ¢isla takova, ze p(x) = po + p1x + pax?® + p3x®). Kazda
¢tverice ¢isel nam d4 jeden polynom a kazdy polynom nam da jednu ¢tverici
Cisel.

]Rmxn a ]Rnxm.

Ano, isomorfismem bude transpozice (to je asi ten nejpfirozenéjsi isomor-
fismus mezi témito prostory).

R?a {v € R | 1 + 23 = 23 + 14 = 0}.

Ano, miizeme volit napiiklad zobrazeni

Prostor vSech realnych polynomi a prostor vSech realnych posloupnosti.
Ne, intuitivné protoze neméame polynomy nekonecného stupné, ale mame
napiiklad posloupnost a,, = 1 pro kazdé n € N.

R* a linearni zobrazeni f: R* — R.

Ano, vektoru u € R? pfifadime linearni zobrazeni f(v) = u’v. Naopak
kazdé linearni zobrazeni f: R* — R se d4 zapsat matici s jednim fadkem a
¢tyFmi sloupei (véta z prednasky).

Cv. 13.5 Pro linearni zobrazeni f: R?*? — R**? dané piedpisem A — (A — AT) rozhod-
néte které vektory patii do jadra a které do obrazu:

(a)
(b)

(a)

(b)

]27
0 0
0 0)’
11
1 1)

Is.

Pat¥i do jadra, nebot I, — IJ = 0 (nulovad matice). Nepat¥i do obrazu,
nebot kazda matice v obrazu mé nulovou diagonalu (na diagonale se prvky
odectou).

(b o)

Patii do jadra i do obrazu (je obrazem sama sebe).
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@ (11)

Patii do jadra, ale nepatii do obrazu.

@ (% o)

Nepatii do jadra, ale je obrazem (mimo jinych, protoze diagonalu mizeme

volit libovolné) matice:
0 1/2
~1/2 0 )

Cv. 13.6 UvaZujme linearni zobrazeni f: R®™ — R™. Oznac¢me linearni zobrazeni f' = f,
2=fof, fr= fo frl Ukazte, ze Ker(f") C Ker(f"1).

Reseni:

Napfed si zobrazeni f vyjadiime matici, tedy existuje A € R™*" takova, ze A =
ran|f]kan (POUZiVAme A, protoZe toto znaceni je kratsi). Tedy Vv € R™: f(v) =
Av. Navic ale mame Vv € R™: f"(v) = A™v.

Pokud v € Ker(f"), pak f"(v) = o, tedy A™v = o. Pak ale jisté
A"y = A(A™) = Ao = o.
Tedy v € Ker(f™") = v € Ker(f™*!), tudiz Ker(f™) C Ker(f"!).

Cv. 13.7 Rozhodnéte, zda linearni zobrazeni je prosté a zda je ,na“:

(a) f:R?*? — R3 dané predpisem f <Z b) =(a+b+c, a+b, a)l,

d
(b) f: R**? — R* dané predpisem f (Z Z) = (a+b+c+d,a+b+c, a+b, a)T,

(c) f:P? — R*dané predpisem f(az’+br+c) = (a+b, 2b—c, a—b+c, a+b)7T,
(d) f:P? — R3 dané predpisem f(az*+bxr+c)=(a+0b, 20 —c,a—b+c)t,
(e) f:P? — R? dané predpisem f(az®+bx+c) = (a+b, 20 —c, a—b+2¢)T.

Reseni:

(a) f:R?*? — R3 dané predpisem f (CCL b) =(a+b+ec, a+b, a)l,

d

Je ,na‘“, ale neni prosté.
(b) f: R?**? — R* dané piedpisem f (Ccl Z) = (a+b+c+d, a+b+c, a+b, a)l.

Je ,na“ a je prosté.
(¢) f:P? — R*dané predpisem f(az*+bx+c) = (a+b, 2b—c, a—b+c, a+b)’.

Neni na (prvni a posledni souradnice vysledku jsou vzdy stejné), ani prosté
(f(xz - 2) = (Ov 0,0, O>T>
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Cv. 13.8 Ukazte, ze pro (kazdé dvé) matice A € R™*P B € RP*" plati

dim(Ker(A) N S§(B)) = rank(B) — rank(AB).

Reseni:

Necht dimenze prostoru Ker(A)NS(A) a vy, vs, ..., v je jeho baze, dopliime ji na
béazi celého S(A) pomoci vektort wy, wy, . .., wp. Pak rank(B) = dim(S(B)) =
k + ¢. Chceme ukézat, ze rank(AB) = dim(S(AB)) = ¢. Uvédomme si, Ze obraz
AB muzeme zkoumat zkouménim toho, kam A zobrazi bazi vy, ..., v, wy,. .., w,.
Bazi vy, ..., v, zobrazi na nulovy vektor. Pokud by vektory Aw;, Aws, ..., Aw,
byly linearné zavislé:

a1 Awy + asAws + ...+ apAwp = o, (alfy netrivialni)

A (qwy + agwy + ... + apwy) = o.

Ale druhy tadek je spor, nebot z volby vektort wy, ..., w, vime, Ze zadné netri-
vialni kombinace vektorit w; neni v jadfe matice A.
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14. Afinni podprostory
Cv. 14.1 Ukazte, ze mnozina feSeni (fesitelné) soustavy Azr = b je afinni mnozina a to
tak, Ze je uzaviena na afinni kombinace.
Reseni:
Oznacme jako X = {z* € R™; Az* = b} mnoZinu feSeni soustavy Ax = b.
Pro zy,x9,...,2, € X (tedy z; : Az; = b) ma platit, ze jejich libovolna afinni
kombinace opét nélezi do X, totiz
A(a1xy + agxs + ... + apry,) = b, kde Z o; = 1.
i=1
Upravou, kdy vytkneme jednotliva a; dostavame z vyrazu na levé strané
o Axy + aAxy + ...+ o, Ax,, = ob + asb + ...+ a,b.
Vytkneme zprava vektor b a ze vztahu ),  «o; = 1 dostavame
(o +ag+...+a,)b=0.
Proto libovolna afinni kombinace TeSeni soustavy Ax = b je opét jejim TeSenim.
Cv. 14.2 Rozhodnéte, zda vektory
zo=(1,2,3)7, 21 =(2,3,1)7, 2o = (1,3,2)", 25 =(2,1,3)7
jsou afinné nezavislé.
Reseni:
Spocitame vektory
ry—x9=(1,1,-2)", 2y —20=(0,1,-1)", 25— = (1,—1,0)".
Tyto t¥i vektory jsou linearné zavislé (generuji dvou-dimenzionalni podprostor),
proto jsou puvodni vektory afinné zéavislé.
Cv. 14.3 Rozhodnéte, zda vektory

zo = (1,0,2)7, z; = (2,2, 1), 25 = (2,1,3)", 25 =(3,3,2)7
lezi v jedné roviné.

Reseni:

Zadané vektory xg, x1, T, x3 lezi v jedné roviné pravé tehdy, kdyz dimenze afin-
niho podprostory span{z; — g, xs — g, x3 — Zo} je rovna 2. Nejprve spoditame
v —x0= (1,2, -7, 29— = (1,1, )T, 25— 10 = (2,3,0)T a nésledns dimenzi

jejich linearnfho obalu pomoci hodnosti néasledujici matice

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
11 1| ~(0 -1 2 |~10 -1 2
23 0 0 -1 2 0 0 O

Vidime, Ze hodnost matice je 2, tedy vektory x; —xq, o —xq, T3 —2¢ lezi v roviné
prochézejici poc¢atkem a proto xg, x1, T, r3 lezi v roviné.
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Cv. 14.4 Rozhodnéte, zda M = N pro

(a)

(b)

Resen

M = span{(1, 2>T} + (1, _1>Ta
= span{(2,4)7} + (2,3)7,
=span{(1,2,1)7,(2,1,0)T} + (1,0,0)7,
N = span{(0,3,2)T, (3,0, - 1)} + (2, -1, -1)T.

7:

(a)

Vidime, ze jak M, tak N jsou piimky (afinni podprostory dimenze 1). Je-
jich rovnost nastane prave tehdy, kdyz libovolny bod z M lezi v N a naopak.
Napiiklad (1, —1)T € M se musi dat vyjadfit jako afinni kombinace bodi
z N, tedy jako (1,-1)T = «(2,4)T + (2,3)T, kde o € R. To nam dava
soustavu dvou rovnic o 1 neznamé

20+ 2 =1,
da+ 3 = —1,

ktera nem4 feseni. Proto (1, —1) & M a tedy M # N. Dokonce ani zadny
vztah z M ¢ N, N ¢ M neni mozny. Ve skutec¢nosti ptimky M, N jsou
rovnobézné.

Opét musi platit, Ze libovolny vektor a(1,2,1)T +b(2,1,0)T +(1,0,0)T € P
pro a,b € R nalezi do Q, tedy se da vyjadrit jako ¢(0,3,2)T +d(3,0, —1)T +
(2,—1,—1)T (pro ¢,d € R) a naopak. Musi proto platit mezi obéma vyrazy
rovnost

a(1,2, )" +b(2,1,0)" +(1,0,0)" = ¢(0,3,2)" +d(3,0, —=1)" + (2, -1, -1)T,
ktera se da zapsat soustavou tif rovnic jako

a+2b+1=3d+2,
2a+b=3c—1,
a=2c—d-—1.

Pokud budeme schopni ¢, d vyjadrit v zavislosti na a, b, znamena to, ze pro
libovolny vektor z M dany soufadnicemi a,b jsme schopni nalézt odpovi-
dajici souradnice ¢, d toho samého vektoru v N. Tedy ukazeme, ze M C N.
Podobné, pokud vyjadiime a,b v zavislosti na ¢, d, dostaneme N C M a
v disledku M = N.

Pojdme nejprve vyjadrit a, b v zavislosti na c¢,d € R. Tim soustavu inter-
pretujeme jako parametrickou soustavu, kde ¢, d € R jsou parametry a a, b
jsou nezndmé. Rovnicové

a+2b=3d+1,
2a 4+ b=3c—1,
a=2c—d—1, c,deR
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a maticove

1 2 3d+1 1 0|2¢c—d—-1

2 1 3c—1 ~ 2 1 3c—1 ~

1 0({2c—d—-1 1 2 3d+1

1 0] 2¢—d—1 1 0 2¢—d—1
~1 0 1] —c+2d+1 ~1 0 1]|—c+2d+1

0 2|—2c+4d+2 00 0

Regenf soustavy jea=2c—d—1ab=—c+2d+ 1.
Podobné pro a,b € R parametry a c,d nezndmé interpretujeme soustavu

rovnicovée
3d=a-+2b—-1,
3c=2a+b+1,
2c—d=a+1, abeR
a maticoveé
0 3 |a+2b—-1 3 0 |2a+0b+1
3 0 [2a+b+1 ~ 0 3 |a+20—-1 ~
2 —1 a+1 2 —1 a+1
2a+b a
1 0 +T+1 1 0 2+735+1
~ 0 1 a+2b—1 ~ 0 1 a+2b—1
2 1 3a31|—3 0 0 3a+3 2) 2a+§+1 a+2b—1
- T3 3 3 T3
Plati, ze 3033 — 22040t 4 o421 — () tedy soustava mé Feseni ¢ = 24404 o

3
d =221 Tudiz M C N a v disledku M = N.

Cv. 14.5 Uvazujme dvé afinni zobrazeni f, g v roving, pricemz f predstavuje pireklopeni
podle ptimky p : y = 10 a g predstavuje preklopleni podle piimky ¢ : x = 2.

(a) Najdéte maticovy pfedpis zobrazeni f,
(b) najdéte maticovy predpis zobrazeni g,

(¢) z predchozich predpist odvodte maticovy predpis zobrazeni f o g.

Reseni:

(a) Zobrazeni f(x) muZzeme zkonstruovat pomoci sloZeni trojice jednodussich
afinnich zobrazeni fi, f, f3 tak, Ze nejprve posuneme vektor x o (0, —5)7T,
provedeme pieklopeni podél osy = a nasledné posuneme dany vektor zpét
o (0,5)T. Tato zobrazeni miZeme vyjadiit jako

o fi(x)=xz+(0,-5)7,

o folx)= (é _01) x = Oz,
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° fg(l’) =+ (O, 5)T.

Dostavame f(z) = fs(f2(fi(2))) = fs(fo(z + (0,=5)T)) = fs(O1(z +
(0,=5)")) = O1(z + (0, =5)") + (0,5)" = 012+ (0,5)" 4 (0,5)" = Oz +
(0,107

(b) Zobrazeni g(x) muzeme zkonstruovat podobné jako slozeni g1, go, g3, kde
e gi(z) =2+ (—2,0)T (posunuti o (-2, 0)7),

o go(x) = <_01 (1)> x = Oqx (rotace podél osy ),

e g3(x) =2+ (2,0)7 (posunuti nazpst o (2,0)7).
SloZenim dostévame g(z) = g3(g2(g1())) = Oqz + (4,0)T.

(c) Slozeni fog= f(g(z)) = f(Oaz+ (4,0)T) = O1(Oz + (4,0)T) + (0, 10)T =
0102I+01(4, O)T+<0, 10)T = 0102$+<4, 0 T—|—(O, 1O>T = 0102I+<4, 1O)T,

po rozepsani maticového soucinu

doa =5 %) (5 1) () + (o) = (20) + (o)

Cv. 14.6 Dokazte, ze vektory zg, x1, ..., x, jsou afinné nezavislé pravé tehdy, kdyz vektory
yo= (2, DTy = (27, DT, y, = (1, 1)7 jsou linearné nezavislé.
Reseni:

Diilezité je zde uvédomit si, co za dodate¢nou informaci nam déava struktura vek-
tortt Yo, Y1, - - -, Yn- Z jejich struktury vyplyva, ze > » jay; =0 < >0 oyx; =0
a zarovenn » . o; = 0. Jedna se totiz pouze o rozdéleni vektorové rovnice na
2 c¢asti, kde v prvni uvazujeme prvnich n slozek vektortu y; a v druhé posledni
(n+ 1). slozku. Schematicky,

a0 (“) +ar () 4. gan (B) = (O
0 1 1 1 ap 1 = 0
~
QoTo + a1 + ... + az, = 0,,

ayg-l4+a7-14+...+0a,-1=0.

Dtkaz tvrzeni rozdélime na 2 implikace.

e  Linearni zavislost yg, y1, ..., y, implikuje afinni zavislost zq, z1, ..., x,."
Pokud jsou wo, y1, ..., y, linearné zavislé, pak plati

n
Z a;y; =0
i=0
a zarovei existuje j : a; # 0. Mizeme proto vyjadrit y; pomoci ostatnich

vektoru jako
_ =S %
vi=D_Bwi=2 o
i#] i#]
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Specialné (omezime-li se na prvnich n slozek) také

Z Z Q;

i#j it

a (omezime-li se na posledni slozky ;)

1225i$i22_a;j-

7] G

Vidime, Ze z; se da vyjadrit jako afinni kombinace zbylych vektori s koefi-
cienty (;. Vektory xg, x1,...,xz, jsou tedy afinné zavislé.

LAfinni zavislost zg, x1, . . ., x, implikuje linearni zavislost yo, y1, ..., Yn.

Jsou-li zg, x1, ..., 7, afinné zavislé, pak existuje j takové, ze
xj = E B;x; a zaroven E B; = 1.
1#] i#]
Slou¢enim obou rovnic dostavame
<.l'j _ /B ZT;
1 Z ‘\1)’
i#]

coz je ekvivalentni

i = B
i)

Mnozina Yo, Y1, - - . , Yn je tudiz linedrné zavisla.



