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Tereza Klimošová
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Konvexita a konkávnost

Definice

Necht’ I je interval. Řekneme, že funkce f : I ! R je na intervalu I

konvexńı, pokud pro každá a, x , b 2 I taková, že a < x < b, plat́ı

f (x)  f (a) + (x � a)
f (b)� f (a)

b � a
,

ryze konvexńı, pokud je p̌redchoźı nerovnost ostrá,

konkávńı, pokud pro každá a, x , b 2 I taková, že a < x < b, plat́ı

f (x) � f (a) + (x � a)
f (b)� f (a)

b � a
,

ryze konkávńı, pokud je p̌redchoźı nerovnost ostrá.
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Konvexita, konkavita a druhá derivace

Věta

Necht’ I ✓ R je otev̌rený interval, necht’ funkce f : I ! R má na I druhou

derivaci f
00
(x). Pokud je f

00
na I kladná (resp. nezáporná), je f na I ryze

konvexńı (resp. konvexńı). Pokud je f
00
na I záporná (resp. nekladná), je

f na I ryze konkávńı (resp. konkávńı).

Funkce může být konvexńı (nebo konkávńı), i když druhou derivaci v

některých bodech nemá!
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Spojitost derivace v krajńım bodě

Věta

Necht’ I = [a, b) je interval, necht’ funkce f : I ! R je spojitá zprava v

bodě a a necht’ má na (a, b) vlastńı derivaci, pro ńıž plat́ı

limx!a+ f
0
(x) = A 2 R⇤

. Potom má f v bodě a derivaci zprava, pro ńıž

plat́ı

f
0
+(a) = A.

f muśı být spojitá zprava v a!
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Aproximace funkce
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Aproximace funkce

Derivace = nejlepš́ı aproximace lineárńı funkćı

t(x) = f (a) + f
0
(a) · (x � a)

rovice tečny grafu f v a

jediný polynom stupně  1 splňuj́ıćı

lim
x!a

f (x)� t(x)

x � a
= 0

Aproximace pomoćı polynomů vyš̌śıho stupně

Pro funkci f s vlastńı n-tou derivaćı v a existuje právě jeden polynom P(x)

stupně  n, pro který

lim
x!a

f (x)� P(x)

(x � a)n
= 0.
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Taylor̊uv polynom

Definice (Taylor̊uv polynom)

Necht’ a 2 R, necht’ n 2 N0 a necht’ f je funkce definovaná na okoĺı a,

která má v a vlastńı n-tou derivaci f
(n)

(a) 2 R. Pokud n = 0,

p̌redpokládejme i spojitost f v a. Taylorovým polynomem řádu n funkce f

v bodě a rozuḿıme polynom

T
f ,a
n (x) =

nX

i=0

f
(i)
(a)

i !
(x � a)

i

= f (a) + f
0
(a)(x � a) +

f
00
(a)

2!
(x � a)

2
+ · · ·+ f

(n)
(a)

n!
(x � a)

n.

0
0
je obecně nedefinovaný výraz

v kontextu polynomů či mocninných řad: (x � a)
0
interpretujeme jako

konstantńı funkci rovnou 1 pro všechna x

f
(0)

:= f , t.j., f je svou vlastńı
”
nultou derivaćı“

x a 1 i pro x a
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Aproximace funkce sin x na okoĺı nuly polynomem prvńıho
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Taylor̊uv polynom

Označme

T (x) = T
f ,a
n (x) = f (a)+ f

0
(a)(x�a)+

f 00(a)
2! (x�a)

2
+ · · ·+ f (n)(a)

n! (x�a)
n
.

Plat́ı

T (a) = f (a)

T
0
(a) = f

0
(a)

obecně T
(k)

(a) = f
(k)

(a) (k  n)

Pro n � 1 plat́ı

(T
f ,a
n )

0
= T

f 0,a
n�1

(pro n = 1 je nutno p̌redpokládat spojitost f
0
v a).
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Charakterizace Taylorova polynomu

Věta (Charakterizace Taylorova polynomu)

Necht’ funkce f má Taylor̊uv polynom řádu n 2 N0 v bodě a 2 R. Potom
T (x) = T

f ,a
n (x) je jediný polynom stupně nejvýše n s vlastnost́ı

lim
x!a

f (x)� T (x)

(x � a)n
= 0.

Ekvivalentně f (x) = T (x) + o(|x � a|n) pro x ! a.

Co plat́ı pro Taylor̊uv polynom funkce g(x) = f (2x)?

www.menti.com 28 07 71 6 Kv́ız
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Charakterizace Taylorova polynomu

Věta (Charakterizace Taylorova polynomu)

Necht’ funkce f má Taylor̊uv polynom řádu n 2 N0 v bodě a 2 R. Potom
T (x) = T

f ,a
n (x) je jediný polynom stupně nejvýše n s vlastnost́ı

lim
x!a

f (x)� T (x)

(x � a)n
= 0.

Ekvivalentně f (x) = T (x) + o(|x � a|n) pro x ! a.

Lemma

Necht’ a 2 R a Q je polynom stupně nejvýše n takový, že

lim
x!a

Q(x)

(x � a)n
= 0.

Pak je Q identicky nulový polynom.

Důkaz

https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn9-dukaz-derivace-taylor-lemma.pdf
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Důkaz věty

Necht’ funkce f má Taylor̊uv polynom řádu n 2 N0 v bodě a 2 R. Potom
T (x) = T

f ,a
n (x) je jediný polynom stupně nejvýše n s vlastnost́ı

lim
x!a

f (x)� T (x)

(x � a)n
= 0.

Důkaz
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Taylor̊uv polynom

Je polynom T (x) stupně  n splňuj́ıćı

lim
x!a

f (x)� T (x)

(x � a)n
= 0

nutně Taylor̊uv polynom? Ne.
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Zbytek Taylorova polynomu

R
f ,a
n (x) := f (x)� T

f ,a
n (x)

Charakterizace Taylorova polynomu: R
f ,a
n (x) = o(|x � a|n) pro x ! a.

Theorem (Lagrange̊uv odhad zbytku)

Necht’ f je funkce, která má na otev̌reném intervalu I ✓ R vlastńı derivaci

řádu n + 1 (a t́ım pádem i spojité vlastńı derivace všech nižš́ıch řád̊u).

Volme a, b 2 I , kde a 6= b. Potom existuje bod c osťre mezi a a b takový,

že plat́ı

R
f ,a
n (b) =

f
(n+1)

(c)

(n + 1)!
(b � a)

n+1.

Speciálně pro M 2 R takové, že pro každé x 2 I lež́ıćı osťre mezi body a a

b plat́ı |f (n+1)
(x)|  M, máme odhad

|R f ,a
n (b)|  M

(n + 1)!
|b � a|n+1.

V R
f ,a
n (x) = O(|x � a|n+1

) pro x ! a
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Taylora řada

Pokud má funkce f v bodě a 2 R derivace všech řádů a pokud pro nějaké

x plat́ı limn!1 R
f ,a
n (x) = 0

) posloupnost (T
f ,a
n (x))

1
n=0 konverguje k f (x).

Ekvivalentně: f (x) =
P1

n=0
f (n)(a)

n! (x � a)
n

Definice (Taylorova řada)

Má-li funkce f v bodě a 2 R derivace všech řádů, rozuḿıme pro x 2 R jej́ı

Taylorovou řadou se sťredem v a řadu

T
f ,a

(x) =

1X

n=0

f
(n)

(a)

n!
(x � a)

n.

Maclaurinova řada = Taylorova řada se sťredem v 0

Taylorpolynom nehoneinihostupid



Taylor̊uv polynom

T
f ,0

(x) =

1X

n=0

f
(n)

(0)

n!
x
n.

Přǐrad’te funkci jej́ı Taylorovu řadu se sťredem v nule:

a. (1 + x)
m

b. e
x

c. ln(x + 1)

A.
P1

n=0
xn

n! = 1 + x +
x2

2 +
x3

6 +
x4

24 + · · ·

B.
P1

n=1
(�1)n�1xn

n = x � x2

2 +
x3

3 � x4

4 + · · ·

C.
Pm

n=0

�m
n

�
x
n

www.menti.com 5184 3333 Kv́ız

Rovná se vždy součet Taylorovy řady v x funkčńı hodnotě f (x)? Ne.
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Výpočet limity pomoćı Taylorova polynomu

lim
x!0

sin(x)� x

(cos(x)� 1)(exp(x)� 1)

Budbuda opahanni aplihont It nebo T.pe
sinx x E tofxp
cosx y Y tofix

jdehunk expx 1 Y toldI tofixit
f tonm ftor I At

o I

A
t t

T
Wjdehnule


