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Konvexita a konkavnost

Definice

Necht / je interval. Fviekneme, Ze funkce f: | — R je na intervalu /

@ konvexni, pokud pro kazda a, x, b € | takova, Ze a < x < b, plati

f(b) — f yovmee 35674'3
() < (@) + G~ a) =1 »

@ ryze konvexni, pokud je predchozi nerovnost ostra, —» foowr % s,

@ konkavni, pokud pro kazda a, x, b € | takova, Ze a < x < b, plati
f(b) — f(a)

b—a
@ ryze konkavni, pokud je pfedchozi nerovnost ostra.

f(x) > f(a) + (x — a)

f(x) = |x| www.menti.com 4542 3959
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https://www.menti.com/ygyzm24on2

Konvexita, kor)kawta a druha derivace fw ikl e
_Lly ol me cor duhon demimer

Véta

Necht | C R je otevFeny interval, necht funkce f: | — R md na | druhou
derivaci f"(x). Pokud je f" na | kladna (resp. nezapornd), je f na | ryze

konvexni (resp. konvexni). Pokud je f" na | zaporna (resp. nekladnad), je
f na | ryze konkavni (resp. konkdvni).

Funkce miiZe byt konvexni (nebo konkdavni), i kdyZ druhou derivaci v

nékterych bodech nema3!

(9/14 X) ”: &'ﬂé X), = - Q”X




Spojitost derivace v krajnim bodé

Véta
Necht | = [a, b) je interval, necht funkce f: | — R je spojitd zprava v

bodé& a a necht ma na (a, b) viastni derivaci, pro niZ plati

lim,_,+ f'(x) = A€ R*. Potom ma f v bodé& a derivaci zprava, pro niZ
plati

fi(a) = A

f musi byt spojitd zprava v a ) ,
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Aproximace funkce

716\} = 7[ (0‘) p 2 Woivw” ;773['///»7

T - osd,” /mf;ﬂ /MA,’;,/}Z/ Frr oo L& ?ébym/q

% %:" K- &) <0

(X/"} (X) & /X—M’ "7/5!//4’/5 WMICQ’ " 7%9 donat. dyspmot
7y .

A,Z(X)‘ 'H\/ = O/(/x-q/)
N Wuj{l Mun/ mlb’t/{ ny szn'/?u'}} .,é bodn X0



Aproximace funkce
Derivace = nejlepsi aproximace linedrni funkci

t(x) = f(a) + f'(a) - (x — a)

@ rovice te¢ny grafu f v a %(‘}’J(XF ,}/ﬁx-q//
@ jediny polynom stupné < 1 spliujici

lim f) = tx) =0

X—a X — 4d

Aproximace pomoci polynomu vyssiho stupné
Pro funkci f s vlastni n-tou derivaci v a existuje pravé jeden polynom P(x)
stupné < n, pro ktery

()= P

X—a (x — a)”
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Tayloruv polynom

Definice (Taylordiv polynom)

Necht a € R, necht n € Ny a necht f je funkce definovana na okoli a,
kterd ma v a vlastni n-tou derivaci f(")(a) € R. Pokud n =0,

predpokladejme i spojitost f v a. Taylorovym polynomem radu n funkce f
v bodé a rozumime polynom

(K—m)():/ ) pr x=o

n (i) 0 o )
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— F(a) 4 F(a)(x— )+ )

2

f(n)(a)

n!

(x —a)’ 4+ + (x —a)".

v

o 0Y je obecné& nedefinovany vyraz

o v kontextu polynomi & mocninnych ¥ad: (x — a)? interpretujeme jako
konstantni funkci rovnou 1 pro v8echna x

o O .= f tj., f je svou vlastni ,nultou derivaci*



Aproximace funkce sin x na okoli nuly polynomem prvniho

a tretiho stupné
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Tayloruv polynom

Oznaéme ) o
T(x) = TH°(x) = f(a)+ F'(a)(x— a) + 5@ (x —a)2 4 ..+ 28 (x -
Plati

o T(a)="f(a)

o T'(a) =f'(a)
¢ Obecné T(k)( ) — f(k)(a) ( ) /@7/7%1/ /;/yﬁl/'v 140/64,2 /éa 3747//4/ b /Vt/Jo(

Pro n > 1 plati -~
f !
(T2?) = Tp1

(pro n = 1 je nutno predpoklddat spojitost ' v a).



Charakterizace Taylorova polynomu

Vé&ta (Charakterizace Taylorova polynomu)

Necht funkce f md Tayloriiv polynom ¥ddu n € Ny v bod& a € R. Potom
f a . M M 7 v ] VA4 Ve
T(x) = Tp"(x) je jediny polynom stupné nejvyse n s vlastnosti

) =T

xX—a (X _ a)”

0.

Ekvivalentné f(x) = T(x) +Ho(|x — a|") pro x — a.

Co plati pro Taylorliv polynom funkce g(x) = f(2x)?
www.menti.com 28 07 71 6
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https://www.menti.com/c55hffi5fc

Charakterizace Taylorova polynomu

Vé&ta (Charakterizace Taylorova polynomu)

Necht funkce f md Tayloriiv polynom ¥ddu n € Ny v bod& a € R. Potom
f a . M M 7 v ] VA4 Ve
T(x) = Tp"(x) je jediny polynom stupné nejvyse n s vlastnosti

) =T

xX—a (X _ a)”

0.

Ekvivalentné f(x) = T(x) + o(|x — a|") pro x — a.
Lemma

Necht a € R a Q je polynom stupné& nejvyse n takovy, Ze

lim Qi) — 0.

X—2a (x — a)” -

Pak je Q identicky nulovy polynom.



https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn9-dukaz-derivace-taylor-lemma.pdf
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Dukaz véty

Necht funkce f m3 Tayloriiv polynom ¥adu n € Ny v bod& a € R. Potom
f a . . . 7 v . VA, 7/
T(x) = Tp"(x) je jediny polynom stupné nejvySe n s vlastnosti
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn9-dukaz-charakt-taylor.pdf
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Tayloruv polynom

Je polynom T (x) stupné < n spliiujici . Johl e 0474/%/&4 o

X—a (X — a)n B

nutné Tayloriiv polynom? Ne.
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/bytek Taylorova polynomu 27,

b 2@%4
Ry?(x) == f(x) — Tp?(x) )
Charakterizace Taylorova polynomu: R}?(x) = o(|x — a|") pro x — a.

Theorem (Lagrangeiiv odhad zbytku)

Necht f je funkce, kterd md na otevreném intervalu | C R vlastni derivaci
Fadu n+ 1 (a tim padem i spojité vlastni derivace vsech niZsich Fadii).
Volme a,b € I, kde a # b. Potom existuje bod c ostfe mezi a a b takovy,
Ze plati ool f(”+1)(c)
" (P) = (n+1)!

Specialné pro M € R takové, Ze pro kazdé x € | leZici ostfe mezi body a a
b plati |f(")(x)| < M, mdme odhad

. M
RI*(0)| < gy

(b—a)™tt,

b— a|"tl,

=  R(x) = O(]x — a|™1) pro x — a




Taylora Fada

Pokud ma funkce f v bodé a € R derivace vSech ¥adu a pokud pro né&jaké
x plati limp_yee Ri(x) =0

= posloupnost (T,f’a(x))j;io konverguje k f(x).

Ekvivalentng&: f(x) =Y 2" 17 (a) (x —a)”

n=0 nl

Definice (Taylorova fada) - 7 b polwors milonsintho shpri

Ma-li funkce f v bodé a € R derivace vSech fadl, rozumime pro x € R jeji
Taylorovou Fadou se stfedem v a fadu

(1) (4
TH(x) =) 77@) (o

n!
n=0

Maclaurinova Fada = Taylorova fada se stfedem v 0




Tayloruv polynom

Tf,O(X) _ i f(n)(O)Xn

n!
n=0

P¥itad te funkci jeji Taylorovu ¥adu se stfedem v nule:

X" X2 X3 X4
a. (14+x)™ 7 A. ZZiOm:1+X+?+F+ﬂ+"'
—1 n—1yn X2 X3 X4
7 /03/. _>_</
“ In(X * 1) 4 C. an:O (’:)Xn s W}f%i;é
www.menti.com 5184 3333 po x<o

Rovnd se vZdy soudet Taylorovy Fady v x funkéni hodnot& f(x)? Ne.



Vypocet limity pomoci Taylorova polynomu
/
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