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Tereza Klimošová
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Derivace inverzńı funkce

Věta (Derivace inverzńı funkce)

Necht’ J ✓ R je interval, a 2 J jeho vniťrńı bod, f : J ! R je spojitá a ryze
monotónńı funkce (tj. rostoućı nebo klesaj́ıćı) a f (a) = b. Pak

(i) Když má f v a nenulovou derivaci f 0(a), potom inverzńı funkce
f <�1> má v b derivaci �

f <�1>
�0
(b) =

1

f 0(a)
.

(ii) Když f 0(a) = 0 a f je rostoućı (resp. klesaj́ıćı), potom�
f <�1>

�0
(b) = +1 (resp. �1).

Důkaz
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn7-dukaz-derivace-inverzni-funkce.pdf
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l’Hospitalovo [lopitalovo] pravidlo

nástroj pro výpočet limit neurčitých výraz̊u
0
0 a

1
1

Věta (l’Hospitalovo pravidlo)

Necht’ a 2 R⇤, necht’ funkce f , g : P(a, �) ! R maj́ı na P(a, �) vlastńı
derivaci a necht’ g 0

(x) 6= 0 na P(a, �).

1 Pokud limx!a f (x) = limx!a g(x) = 0 a
limx!a f 0(x)/g 0

(x) = A 2 R⇤, pak i limx!a f (x)/g(x) = A.

2 Pokud limx!a |g(x)| = +1 a limx!a f 0(x)/g 0
(x) = A 2 R⇤, pak i

limx!a f (x)/g(x) = A.

Totéž plat́ı pro jednostranné limity x ! a� a x ! a+.

Aplikneederivace



Správné použit́ı

limx!0
sin x�x
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Chybné použit́ı

lim
x!0

2x + 1

3x + 1
= lim

x!0

(2x + 1)
0

(3x + 1)0
= lim

x!0

2

3
=

2

3
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Chybné použit́ı

limx!+1
x2

x+sin x = limx!+1
(x2)0

(x+sin x)0 = limx!+1
2x

1+cos x
tedy limita neexistuje.
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Beznadějné použit́ı

limx!0+
exp(�1/x)

x = limx!0+
(exp(�1/x))0

(x)0

= limx!0+
exp(�1/x)/x2

1 = limx!0+
exp(�1/x)

x2 = . . .
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Nutná podḿınka pro lokálńı extrém

Věta (Nutná podḿınka pro lokálńı extrém)

Necht’ má f : U(a, �) ! R v bodě a nenulovou derivaci f 0(a) 6= 0. Potom
f nenabývá v a lokálńı extrém. (T.j. pro každé �1, 0 < �1 < �, existuj́ı
body b, c 2 P(a, �1) takové, že f (b) < f (a) < f (c).)

V pokud funkce f má lokálńı extrém v bodě a

f 0(a) = 0, nebo

f 0(a) neexistuje

Opačná implikace ale neplat́ı – nulová, nebo neexistuj́ıćı derivace lokálńı

extrém neimplikuje!

Globálńı extrém muśı být lokálńım extrémem, ale pozor na krajńı body!

Důkaz
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn8-dukaz-lok-extrem.pdf
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Př́ıklady
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f (x) = x2

min r O nearderivace v o

omihalovondeniaci

H Bt su nudemen sidney extrim

dihyuenrieninn interval existujilobilniextrin linkx roste douchoneina

na E1,13 minimum v O fro o

maxima v AA
minimum v O



Věty o sťredńı hodnotě

”Existuje bod c , kde je tečna grafu rovnoběžná se zadanou sečnou.”

a b

f(a)

f(b)

a b

f(a) = f(b)

c

f 0(c) = 0

c

f 0(c) = f(b)�f(a)
b�a

Věta (Rolleova věta)

Necht’ �1 < a < b < +1 a funkce f : [a, b] ! R je na [a, b] spojitá, má
na intervalu (a, b) derivaci (i nevlastńı) a f (a) = f (b). Potom existuje
c 2 (a, b) takové, že f 0(c) = 0.



Věty o sťredńı hodnotě

”Existuje bod c , kde je tečna grafu rovnoběžná se zadanou sečnou.”

a b

f(a)

f(b)

a b

f(a) = f(b)

c

f 0(c) = 0

c

f 0(c) = f(b)�f(a)
b�a

Věta (Lagrangeova věta o sťredńı hodnotě)

Necht’ �1 < a < b < +1 a funkce f : [a, b] ! R je na [a, b] spojitá a má
na intervalu (a, b) derivaci (i nevlastńı). Potom existuje c 2 (a, b) tak, že

f 0(c) =
f (b)� f (a)

b � a
.



Důkaz Rolleovy věty

Věta (Rolleova věta)

Necht’ �1 < a < b < +1 a funkce f : [a, b] ! R je na [a, b] spojitá, má
na intervalu (a, b) derivaci (i nevlastńı) a f (a) = f (b). Potom existuje
c 2 (a, b) takové, že f 0(c) = 0.

Důkaz
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn8-dukaz-rolle.pdf


Důkaz Lagrangeovy věty

Věta (Lagrangeova věta o sťredńı hodnotě)

Necht’ �1 < a < b < +1 a funkce f : [a, b] ! R je na [a, b] spojitá a má
na intervalu (a, b) derivaci (i nevlastńı). Potom existuje c 2 (a, b) tak, že

f 0(c) =
f (b)� f (a)

b � a
.

Důkaz
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn8-dukaz-lagrange.pdf


Derivace a monotonie

Věta

Necht’ J ✓ R je nedegenerovaný interval (s kladnou délkou), funkce
f : J ! R je na J spojitá a má v každém vniťrńım bodě intervalu J
derivaci. Pokud na vniťrku J plat́ı f 0 > 0 (resp. f 0 � 0), je f na J rostoućı
(resp. neklesaj́ıćı). Pokud na vniťrku J plat́ı f 0 < 0 (resp. f 0  0), je f na
J klesaj́ıćı (resp. nerostoućı).

V Má-li f nulovou derivaci v každém vniťrńım bodě intervalu J, je na J
současně nerostoućı a neklesaj́ıćı, tedy konstantńı.

Důkaz
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn8-dukaz-derivace-monotonie.pdf
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Počet řešeńı
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Derivace vyš̌śıch řádů

Definice

Pokud funkce f : U(a, �) ! R má na U(a, �) vlastńı derivaci f 0(x) a
existuje limita

f 00(a) := lim
x!a

f 0(x)� f 0(a)

x � a
,

nazveme ji druhou derivaćı f v a. Analogicky definujeme derivace vyš̌śıch

řádů: Má-li f : U(a, �) ! R na U(a, �) derivaci f (n�1)
(x) řádu n � 1,

derivace řádu n v a je limita

f (n)(a) := lim
x!a

f (n�1)
(x)� f (n�1)

(a)

x � a
,

když existuje.



Př́ıklad

f (x) = x2 � x
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Konvexita a konkávnost

Definice

Necht’ I je interval. Řekneme, že funkce f : I ! R je na intervalu I

konvexńı, pokud pro každá a, x , b 2 I taková, že a < x < b, plat́ı

f (x)  f (a) + (x � a)
f (b)� f (a)

b � a
,

ryze konvexńı, pokud je p̌redchoźı nerovnost ostrá,

konkávńı, pokud pro každá a, x , b 2 I taková, že a < x < b, plat́ı

f (x) � f (a) + (x � a)
f (b)� f (a)

b � a
,

ryze konkávńı, pokud je p̌redchoźı nerovnost ostrá.

Výraz na pravé straně = je rovnice p̌ŕımky procházej́ıćı body (a, f (a)) a
(b, f (b)).

konvexńı funkce: graf funkce f na intervalu (a, b) pod úsečkou

spojuj́ıćı body (a, f (a)) a (b, f (b))
konkávńı funkce: graf lež́ı nad touto úsečkou.



Př́ıklady

f (x) = ↵x

f (x) = |x | www.menti.com 4542 3959 Kv́ız

https://www.menti.com/ygyzm24on2


Konvexita, konkavita a druhá derivace

Věta

Necht’ I ✓ R je otev̌rený interval, necht’ funkce f : I ! R má na I druhou
derivaci f 00(x). Pokud je f 00 na I kladná (resp. nezáporná), je f na I ryze
konvexńı (resp. konvexńı). Pokud je f 00 na I záporná (resp. nekladná), je
f na I ryze konkávńı (resp. konkávńı).

Funkce může být konvexńı (nebo konkávńı), i když druhou derivaci v

některých bodech nemá!



Spojitost derivace v krajńım bodě

Věta

Necht’ I = [a, b) je interval, necht’ funkce f : I ! R je spojitá zprava v
bodě a a necht’ má na (a, b) vlastńı derivaci, pro ńıž plat́ı
limx!a+ f 0(x) = A 2 R⇤. Potom má f v bodě a derivaci zprava, pro ńıž
plat́ı

f 0+(a) = A.

f muśı být spojitá zprava v a!


