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Derivace

Definice

Necht’ f : M ! R, b 2 M a U(b, �) ✓ M pro nějaké � > 0. Derivace
funkce f v bodě b je limita

f 0(b) := lim
h!0

f (b + h)� f (b)

h
= lim

x!b

f (x)� f (b)

x � b
.

Derivace funkce f v bodě a zprava (zleva) je p̌ŕıslušná jednostranná limita
pro h ! 0+ (h ! 0�), resp. x ! a+ (x ! a�). Tyto jednostranné
derivace znač́ıme f 0+(a) a f 0�(a).

Derivace bud’

existuje vlastńı (f 0(b) 2 R), nebo
existuje nevlastńı (f 0(b) = ±1), nebo
neexistuje.

Derivace existuje , obě jednostranné derivace existuj́ı a jsou si rovny.
Jestliže má f v bodě b vlastńı derivaci, ř́ıkáme, že f je v b
diferencovatelná.



Př́ıklady

Funkce f (x) = x má derivaci rovnou 1 v každém bodě:

Funkce f (x) = xn, n 2 N, má v b derivaci rovnou nbn�1:
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Př́ıklady: derivace a spojitost

Funkce signum, f (x) = sgn(x) v nule: www.menti.com: 97 11 02 7
Kv́ız

Funkce absolutńı hodnoty, f (x) = |x |, v nule nemá v̊ubec derivaci,
protože f 0�(0) = �1 a f 0+(0) = 1.

Funkce f : R ! R definovaná jako f (x) = x1/3 pro x � 0 a jako
f (x) = �(�x)1/3 pro x < 0 je v 0 spojitá a má tam nevlastńı
derivaci +1.

derivace spojitá nespojitá
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https://www.menti.com/8rbw87cckq


Diferencovatelnost a spojitost

Věta (Diferencovatelnost ) spojitost)

Má-li f : U(b, �) ! R v bodě b vlastńı derivaci, je v b spojitá.
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn7-dukaz-spojitost-diferencovatelnost.pdf


Aritmetika derivaćı

Věta (Aritmetika derivaćı)

Necht’ f , g : U(b, �) ! R jsou funkce, které maj́ı v bodě b derivaci (vlastńı
či nevlastńı). Pak

(i) Plat́ı, že (f + g)0(b) = f 0(b) + g 0(b), je-li pravá strana definovaná.

(ii) Pro ↵ 2 R plat́ı (↵f )0(b) = ↵(f 0(b)), je-li pravá strana definovaná.

(iii) Plat́ı Leibnizova formule: (fg)0(b) = f 0(b)g(b) + f (b)g 0(b), je-li
pravá strana definovaná a f nebo g je spojitá v b.

(iv) Je-li g spojitá v b, g(b) 6= 0 a je-li pravá strana následuj́ıćı rovnosti
definovaná, pak

✓
f

g

◆0
(b) =

f 0(b)g(b)� f (b)g 0(b)

g(b)2
.



Důkaz Leibnizovy formule

Důkaz Cheemespoéitat f g b
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn7-dukaz-Leibnizova-formule.pdf


Odstrašuj́ıćı p̌ŕıklady

f (x) = sgn(x) a g(x) = 0:

(fg)0(0)
??
=

f (x) = g(x) = 1
10 + sgn(x):

(fg)0(0)
??
=
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Derivace známých funkćı

Derivováńım mocninných řad lze odvodit:

exp0(x) = exp(x)

sin0(x) = cos(x)

cos0(x) = � sin(x)

Derivneeodporidiryehloshrustyfunhee



Derivace složené funkce

Věta (Derivace složené funkce)

Necht’ funkce f má derivaci v bodě b, funkce g má derivaci v bodě a,
b = g(a) a g je spojitá v a. Pak

(f � g)0(a) = f 0(b) · g 0(a),

je-li výraz na pravé straně definován.

Důkaz
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn7-dukaz-derivace-slozene-funkce.pdf
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Důkaz



Derivace a sudost/lichost

P: f je lichá

Q: f 0 je sudá

Která implikace mezi P a Q plat́ı? www.menti.com 1210 8424 Kv́ız

fix fr x

gal fl x

https://www.menti.com/83y6ngwgkx


Derivace inverzńı funkce

Věta (Derivace inverzńı funkce)

Necht’ J ✓ R je interval, a 2 J jeho vniťrńı bod, f : J ! R je spojitá a ryze
monotónńı funkce (tj. rostoućı nebo klesaj́ıćı) a f (a) = b. Pak

(i) Když má f v a nenulovou derivaci f 0(a), potom inverzńı funkce
f <�1> má v b derivaci �

f <�1>
�0
(b) =

1

f 0(a)
.

(ii) Když f 0(a) = 0 a f je rostoućı (resp. klesaj́ıćı), potom�
f <�1>

�0
(b) = +1 (resp. �1).

Důkaz

https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn7-dukaz-derivace-inverzni-funkce.pdf


Důkaz



Derivace logaritmu

www.menti.com 50 10 29 3 Anketa

b exp a

In b extra extra

https://www.menti.com/ykahn1rtqa

