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Spojitost

Funkce f je spojita v bodé b € R, pokud plati lim,_,, f(x) = f(b).Tedy f
je spojita v b, pravé kdyz pro kazdé ¢ > 0 lIze najit 0 > 0 spliujici
f(U(b,0)) C U(f(b),e).

Vnitini bod néjakého intervalu I je bod, ktery v I lezi | s néjakym svym
okolim.

Krajni bod intervalu je bod, ktery neni vnit¥ni.

Definice (Spojitost na intervalu)

Necht / C R je interval a f: | — R je funkce na ném definovana.
Rekneme, ¥e f je na intervalu | spojitd, je-li spojitd v kazdém vniténim
bodu / a v kazdém krajnim bodé / je odpovidajicim zpusobem
jednostranné spojita.

Funkce f(x) = < je spojita na intervalu (0,1) i na intervalu (0, 1]. Neni
vSak spojitda na intervalu [0,1) (bez ohledu na to zda a jak je definovand v
nule), protoze lim,_,g+ f(x) = +00.




Darbouxova véta

Véta (Darbouxova, o nabyvani mezihodnot)

Necht a < b jsou redInd &isla a necht funkce f: [a, b] — R je na intervalu
[a, b] spojitda. Oznaéme m = min{f(a),f(b)} a M = max{f(a), f(b)}.
Pak kaZdé redlné &islo z intervalu [m, M| je hodnotou funkce f, to jest pro
kazdé y € [m, M| existuje o € [a, b], Ze f(a) = y.

v


https://dl1.cuni.cz/pluginfile.php/1382190/mod_resource/content/1/predn6-dukazDarboux.pdf




Metoda puleni intervalu

P¥iblizny vypocet kofenl spojité funkce

Polynom f(x) = x? — 2 je spojita funkce. Protoze f(1) = —1 a f(2) = 2,
z predchozi véty plyne, Ze f ma kofen x (tj. f(x) = 0) z intervalu (1, 2).
Postupnym pulenim intervalu mizZeme tento koren ptiblizné numericky
spotitat, tedy aproximovat hodnotu v/2:

f(1.5) = 0.25 > 0 tedy x € (1,1.5)
f(1.25) = —0.4375 < 0 tedy x € (1.25,1.5)
f(1.375) = —0.109375 < 0 tedy x € (1.375, 1.5)

A tak déle. 05 0 05 1/15
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A ta k d a, |e . N O . l (Zzs, -0.4375')0533




Dusledky Darbouxovy véty

Disledek (Obraz spojité funkce)

Spojita funkce zobrazuje interval na interval. To jest, je-li J C R interval a
f: J— R je spojita funkce, je mnoZina f(J) = {f(x): x € J} opét
interval.

Rozhodnéte, zda je nasledujici tvrzeni pravdivé:

Necht f : R — R je funkce takovd, Ze pro kazdy interval | je (/) také
interval (p¥ipadné jednobodovy). Potom je tato funkce spojita na R.
www.menti.com: 5324 3299


https://www.menti.com/exwtoty4p8
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P¥ipomerime: inverzni funkce k f existuje, pouze pokud je f prosta.

@ je-li spojitd funkce prostd na intervalu J, je na J bud rostouci, nebo
klesajici


https://www.menti.com/exwtoty4p8

Spojitost inverzni funkce

Theorem (Spojitost inverzni funkce)

Necht J C R je interval a f: J — R je spojita a rostouci (klesajici) funkce.

Potom inverzni funkce f<=1>: K — J, kde K je interval f(J), je rovné?
spojita a rostouci (klesajici).



https://dl1.cuni.cz/pluginfile.php/1382192/mod_resource/content/1/predn6-dukaz-inverzni.pdf




Spojité funkce - prehled

o funkce x, |x|, €%, sinx a cosx jsou spojité na celém svém definiénim
oboru. (Nebudeme dokazovat.)

@ z predchozi véty plyne spojitost logaritmu a cyklometrickych funkci

@ spojitost dalSich funkci (tan(x) nebo /x), zde odvodit z Véty o
aritmetice limit a Véty o limité sloZené funkce: soudet, soudit, rozdil,
podil a sloZeni spojitych funkci je spojita funkce



Extremy

Necht MCRaf: M —R. Fv{ekneme, Ze funkce f v bodé& a € M nabyva
(na mnoZin& M) svého

@ minima, kdyz Vx € M . f(x) > f(a);
@ maxima, kdyz Vx € M . f(x) < f(a);
ostrého minima, kdyz Vx € M, x # a: f(x) > f(a);
ostrého maxima, kdyz Vx € M, x # a: f(x) < f(a);
lokalniho minima, kdyZz 30 > 0Vx € M N U(a,d) : f(x) > f(a);
@ lokdlniho maxima, kdyz 30 > 0Vx € MN U(a,d) : f(x) < f(a).

Ostré lokalni extrémy jsou definovany analogicky.



Princip maxima

Vé&ta (Princip maxima pro spojité funkce)

Necht a,b € R, a< b a f: [a, b] = R je spojitd funkce. Potom f nabyva
na intervalu [a, b] svého maxima i minima.



https://dl1.cuni.cz/pluginfile.php/1382665/mod_resource/content/1/predn6-dukaz-princip-maxima.pdf




Obecné metrické prostory

Definice (Limita a spojitost v metrickych prostorech)

Pro metricky prostor (M, d) definujeme okoli a prstencové d-okoli bodu
ae M prod >0 jako

Um(a,d) = {x € M| d(a,x) < &} a

Pu(a,d) = Uy(a,d) \ {a}.

Necht (M, d) a (N, e) jsou dva metrické prostory. Rekneme, Ze funkce
f: M— N mavbodéac M limitu Ac N, plati-li

Ve > 046 > 0: f(Pm(a,d)) C Un(A,e),

COZ zapisujeme
lim f(x) = A.

X—a
Funkce f je v bodé& a spojita, pokud
lim f(x) = f(a).

X—a

Funkce f je spojita, pokud je spojita v kazdém bodé M.




Kompaktni mnozina

Definice (Kompaktni mnoziny v R")

Rekneme, e mnoZina M C R" je omezend, pokud existuje bod a € R” a
r > 0 takové, Ze M C U(a, r). Jinymi slovy, M je obsaZeno v r-okoli bodu
a (okoli zde uvaZujeme v prostoru R"). Rekneme, %e mnoZina M C R” je
oteviena, pokud pro kazdy bod a € M existuje 9 > 0 takové, Ze

U(a,d) € M (zde opét bereme okoli v R"). MnozZina M C R" je uzavrena,
pokud R" \ M je otevifend mnoZina. Mnozina M C R" je kompaktni,
pokud je omezena a uzavrena.

Které mnoziny jsou kompaktni? www.menti.com: 6342 6417
Kompaktni mnoZiny se obecné definuji jinak, v obecném metrickém
prostoru nemusi byt kazda omezena a uzaviena mnozina nutné kompaktni!


https://www.menti.com/dnv12g4mok
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Véta
Necht M C R" je kompaktni mnoZina a f: M — R je spojitd funkce.
Potom f nabyva na mnoziné M svého maxima i minima.



https://www.menti.com/dnv12g4mok
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