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Obraz množiny

Pro funkci f : R ! R a množinu M ✓ R necht’ f (M) = {f (x); x 2 M}.

Mı́sto
8" > 0 9� > 0 : x 2 P(b, �) ) f (x) 2 U(L, ").

lze definici limity funkce zapsat jako

8" > 0 9� > 0 : f (P(b, �)) ✓ U(L, ")



Vztah mezi limitou funkce a posloupnosti

Která implikace plat́ı mezi následuj́ıćımi tvrzeńımi pro každou funkci
definovanou na [�1, 1]:

P: Limita posloupnosti (f ( 1
n
))1

n=1 je 5.

Q: Limita posloupnosti limx!0f (x) = 5
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Heineho definice limity

Věta (Heineho definice limity)

Necht’ f je funkce definovaná na prstencovém okoĺı P(b,�) bodu b 2 R⇤

pro nějaké � > 0. Následuj́ıćı dvě tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) limx!b f (x) = L;

(ii) pro každou posloupnost (xn) ✓ P(b,�), pro ńıž plat́ı limn!1 xn = b,

plat́ı také limn!1 f (xn) = L.

Důkaz (i) ) (ii)

Necht’ plat́ı (i). Mějme posloupnost (xn) ✓ P(a,�) s limitou b a dokažme,
že posloupnost (f (xn)) má limitu L. Necht’ je tedy dáno " > 0. D́ıky (i)
v́ıme, že existuje � > 0 splňuj́ıćı f (P(b, �)) ✓ U(L, "). Protože (xn) má
limitu b a zároveň xn 6= b pro každé n, tak existuje n0 2 N, že pro každé
n > n0 plat́ı xn 2 P(b, �). Pro n > n0 tud́ıž plat́ı f (xn) 2 U(L, "). Proto
f (xn) ! L pro n ! 1, a tedy plat́ı (ii).
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Heineho definice limity

Věta (Heineho definice limity)

Necht’ f je funkce definovaná na prstencovém okoĺı P(b,�) bodu b 2 R⇤

pro nějaké � > 0. Následuj́ıćı dvě tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) limx!b f (x) = L;

(ii) pro každou posloupnost (xn) ✓ P(b,�), pro ńıž plat́ı limn!1 xn = b,

plat́ı také limn!1 f (xn) = L.

Důkaz (i) ( (ii)

Nyńı p̌redpokládejme, že (i) neplat́ı, tj. limx!b f (x) neexistuje nebo se
nerovná L. To znamená, že existuje takové " > 0, že pro každé � > 0
existuje x 2 P(b, �) s vlastnost́ı f (x) 62 U(L, "). Pro každé
� = min{1/n,�}, kde n = 1, 2, 3, . . . , vezmeme takové x a označ́ıme
ho xn. Zjevně limn!1 xn = b a (xn) ✓ P(b,�), ale f (xn) 62 U(L, "), takže
limn!1 f (xn) neńı L. Tedy (ii) také neplat́ı; neńı splněn pro posloupnost
(xn).
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Důsledky Heineho věty

věta o limitě posloupnosti
Heine�! věta o limitě funkce

Věta (Aritmetika limit funkćı)

Necht’ a,A,B 2 R⇤
, necht’ f a g jsou funkce definované na nějakém

prstencovém okoĺı P(a,�) bodu a, a necht’ plat́ı limx!a f (x) = A a

limx!a g(x) = B . Potom

(a) limx!a f (x) + g(x) = A+ B , je-li tento součet definován.

(b) limx!a f (x)g(x) = AB , je-li tento součin definován.

(c) Necht’ je nav́ıc g(x) nenulová na nějakém prstencovém okoĺı bodu a.

Pak limx!a f (x)/g(x) = A/B , je-li tento pod́ıl definován.

Dubna

x
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Důkaz limx!a f (x) + g(x) = A+ B

Důkaz (a)

Necht’ (xn) ✓ P(a,�) je posloupnost s limitou a. Protože
limx!a f (x) = A a limx!a g(x) = B , podle Heineho věty (implikace ))
máme, že limn!1 f (xn) = A a limn!1 g(xn) = B . Podle věty o aritmetice
limit posloupnost́ı pak i limn!1 f (xn) + g(xn) = A+ B . Tedy f + g

splňuje (ii) Heineho věty a to podle Heineho věty (implikace () znamená,
že limx!a f (x) + g(x) = A+ B .



Limity funkćı a uspǒrádáńı

Věta (Limity funkćı a uspǒrádáńı)

Necht’ c 2 R⇤
a funkce f , g a h jsou definované na nějakém prstencovém

okoĺı bodu c .

(i) Maj́ı-li funkce f a g v bodě c limitu a limx!c f (x) > limx!c g(x),
pak existuje � > 0 takové, že f (x) > g(x) pro každé x 2 P(c , �).

(ii) Existuje-li � > 0 takové, že f (x) � g(x) pro každé x 2 P(c , �), a
maj́ı-li funkce f a g limitu v bodě c , potom

limx!c f (x) � limx!c g(x).

(iii) Existuje-li � > 0 takové, že f (x)  h(x)  g(x) pro každé x 2 P(c , �)
a limx!c f (x) = limx!c g(x) = A 2 R⇤

, potom i limx!c h(x) = A.



Limita monotónńı funkce

Věta (Limita monotónńı funkce)

Necht’ a < b jsou reálná č́ısla a funkce f : (a, b) ! R je na intervalu (a, b)
monotónńı. Potom existuj́ı (p̌ŕıpadně nevlastńı) jednostranné limity

lim
x!a+

f (x) a lim
x!b�

f (x).

Větu lze rozš́ı̌rit i na p̌ŕıpad, kdy b = +1 nebo a = �1.



Důkaz

Důkaz
Budeme p̌redpokládat, že f je neklesaj́ıćı a dokážeme existenci limity f v
bodě a zprava, ostatńı p̌ŕıpady jsou analogické. Položme

↵ = inf{f (x); x 2 (a, b)} 2 R [ {�1}
a dokažme, že limx!a+ f (x) = ↵. Necht’ " > 0. Z definice infima plyne, že
pro každé x 2 (a, b) plat́ı f (x) � ↵ a také že existuje x0 2 (a, b) takové,
že f (x0) 2 U(↵, "). D́ıky monotonii pak v́ıme, že pro každé x 2 (a, x0)
máme f (x) 2 U(↵, "). Zvolme � > 0 dost malé na to, aby platilo
P
+(a, �) ✓ (a, x0). Potom plat́ı f (P+(a, �)) ✓ U(↵, "), tud́ıž

limx!a+ f (x) = ↵.



Spojitost

Definice (Spojitost funkce)

Funkce f je v bodě a 2 R spojitá, pokud

lim
x!a

f (x) = f (a).

Funkce f (x) je v bodě a spojitá zprava, pokud limx!a+ f (x) = f (a).
Podobně se definuje spojitost zleva.

funkce je v daném bodě a 2 R spojitá právě tehdy, když je v tomto
bodě spojitá zleva i zprava



Spojitost - p̌ŕıklad

Funkce sgn(x)

je spojitá v libovolném bodě a 2 R \ {0}, nebot’ je na dostatečně
malém okoĺı takového bodu konstantńı

v bodě a = 0 neńı spojitá, protože v tomto bodě nemá limitu.

v bodě a = 0 neńı ani jednostranně spojitá, protože sgn(0) = 0,
zat́ımco obě jednostranné limity jsou nenulové



Spojitost - p̌ŕıklad

Riemannova funkce

Definujme funkci f : (0, 1) ! R následovně:

f (x) =

(
0 pro x iracionálńı
1
q

pro x = p

q
racionálńı a p, q 2 N nesoudělná

Ve kterých bodech je Riemannova funkce spojitá? www.menti.com: 8667
1035 Kv́ız
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Limita složené funkce

Věta (Limita složené funkce)

Necht’ A,B ,C 2 R⇤
, necht’ g(x) je funkce splňuj́ıćı limx!A g(x) = B a

f (x) je funkce splňuj́ıćı limx!B f (x) = C . Nav́ıc necht’ je splněna aspoň

jedna z podḿınek P1 a P2:

P1. Funkce f (x) je spojitá v B (tedy, f (B) = limx!B f (x) = C ).

P2. Na nějakém prstencovém okoĺı P(A, ⌘) funkce g(x)
nenabývá hodnotu B , tj. B 62 g(P(A, ⌘)).

Potom
lim
x!A

f (g(x)) = C .

Budeme cht́ıt ukázat, že pro dané " > 0 existuje � > 0 takové, že
f (g(P(A, �))) ✓ U(C , ")



Důkaz VOLSF

Bud’ dáno " > 0. Protože limx!B f (x) = C , existuje � > 0 takové, že

f (P(B , �)) ✓ U(C , "). (1)
Protože limx!A g(x) = B , tak pro toto � existuje � > 0 takové, že

g(P(A, �)) ✓ U(B , �). (2)
Jediná obt́ıž nyńı je ta, že okoĺı U(B , �) neńı obsaženo v okoĺı P(B , �), má
nav́ıc bod B . Muśıme využ́ıt toho, že plat́ı jedna z podḿınek P1 a P2.
Pokud je splněna podḿınka P1, tj. pokud plat́ı f (B) = C , tak nejen

f (P(B , �)) ✓ U(C , "), ale f (U(B , �)) ✓ U(C , ").
Pak obt́ıž miźı a dostaneme

f (g(P(A, �))) ✓ f (U(B , �)) ✓ U(C , "), tedy lim
x!A

f (g(x)) = C .

Pokud je splněna podḿınka P2, můžeme � > 0 zvolit tak, aby nav́ıc
platilo � < ⌘, a potom

g(P(A, �)) ✓ P(B , �).
Obt́ıž opět miźı a dostaneme

f (g(P(A, �))) ✓ f (P(B , �)) ✓ U(C , ") tedy lim
x!A

f (g(x)) = C .



Asymptotické symboly o a O

Necht’ a 2 R⇤, � > 0, a funkce f , g jsou definované na prstencovém okoĺı
P(a, �), p̌ričemž g je na něm kladná. Ř́ıkáme, že funkce f je velké o

funkce g pro x jdoućı k a a ṕı̌seme, že f = O(g) pro x ! a, pokud
existuje c > 0 tak, že

8x 2 P(a, �) : |f (x)| < cg(x).

Pokud

lim
x!a

f (x)

g(x)
= 0,

ṕı̌seme, že f = o(g) pro x ! a, a ř́ıkáme, že funkce f je malé o funkce g

pro x jdoućı k a.

f = o(g) pro x ! a ) f = O(g) pro x ! a

Výrazy f = O(g) a f = o(g) nejsou rovnosti, f = O(g) i f = o(g) plat́ı
pro mnoho r̊uzných funkćı f .
Správněǰśı (ale žŕıdka použ́ıvaný) zápis by byl f 2 O(g) nebo f 2 o(g).



Použit́ı asymptotické notace

Asymptotické porovnáváńı lze využ́ıt p̌ri výpočtu limity pod́ılu:

lim
x!+1

2x3 + x
2 � 2

x3
= lim

x!+1

2x3 + o(x3)

x3
= 2 + 0.
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