Matematicka analyza 1 (NMAI054)
b. prednaska

Tereza Klimosova

tereza@kam.mff.cuni.cz

17.bfezna 2022



Obraz mnoziny

Pro funkci f: R — R a mnoZinu M C R necht (M) = {f(x); x € M}. J

Misto
Ve >030 >0: x € P(b,d) = f(x) € U(L,¢).

Ize definici limity funkce zapsat jako

Ve >035>0: f(P(b,5)) C U(L,e)



Vztah mezi limitou funkce a posloupnosti

Kterd implikace plati mezi nasledujicimi tvrzenimi pro kazdou funkci
definovanou na [—1,1]:

P: Limita posloupnosti (f(+))2; je 5.
Q: Limita posloupnosti limy_of(x) =5
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Heineho definice limity L
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Véta (Heineho definice limity) b

Necht f je funkce definovana na prstencovém okoli P(b, A) bodu b € R*
pro néjaké A > 0. Nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) limy_p f(x) =L,
(i1) pro kaZdou posloupnost (x
plati také lim,_ o f(xn) =

n) C P(b,A), pro niZ plati lim,_, x, = b,
L. X+ ¥

Dikaz (i) = (i)  9G) == () b
Necht plati (i). M&me posloupnost (x,) C P(4 A) s limitou b a dokaZme,
e posloupnost (f(x,)) ma limitu L. Necht je tedy ddno € > 0. Diky (i)
vime, Ze existuje & > 0 spliiujici f(P(b,d)) C U(L,e). ProtoZe (x,) ma
limitu b a zaroven x, # b pro kazdé n, tak existuje ng € N, Ze pro kazdé
n > ng plati x, € P(b,§). Pro n > ng tudiz plati f(x,) € U(L,&). Proto
f(xn) — L pro n — o0, a tedy plati (ii).




Heineho definice limity

Véta (Heineho definice limity)

Necht f je funkce definovana na prstencovém okoli P(b, A) bodu b € R*
pro néjaké A > 0. Nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) limy_p f(x) =L,
(i1) pro kaZdou posloupnost (x
plati také lim,_ o f(x,) =

n) C P(b,A), pro niZ plati lim,_, x, = b,
L.

Dikaz (i) < (ii)

Nyni predpoklddejme, Ze (i) neplati, tj. limy_, f(x) neexistuje nebo se
nerovna L. To znamen3, Ze existuje takové ¢ > 0, Ze pro kazdé 0 > 0
existuje x € P(b,9) s vlastnosti f(x) & U(L,e). Pro kazdé

0 =min{l/n, A}, kde n=1,2,3,..., vezmeme takové x a oznalime

ho x,. Zjevné lim, oo x, = b a (x,) C P(b,A), ale f(x,) € U(L,¢), takze
limp_ o0 F(xn) neni L. Tedy (ii) také neplati; neni splnén pro posloupnost
(Xn). []
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Disledky Heineho véty X
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v T . Heine Ce o
véta o limité posloupnosti — véta o limité funkce

Véta (Aritmetika limit funkcf)

Necht a, A, B € R*, necht f a g jsou funkce definované na n&jakém
prstencovém okoli P(a, A) bodu a, a necht plati lim,_,, f(x) = A a
limy_,g(x) = B. Potom

(a) limy_,f(x)+ g(x) = A+ B, je-li tento souclet definovan.
(b) limyx_, f(x)g(x) = AB, je-li tento soucin definovan.

(c) Necht je navic g(x) nenulovd na n&akém prstencovém okoli bodu a.
Pak limy_, f(x)/g(x) = A/B, je-li tento podil definovan.




Dikaz lim, ., f(x) +g(x)=A+ B

Dikaz (a)

Necht (x,) € P(a,A) je posloupnost s limitou a. ProtoZe

limy_,f(x) = A alimy_,g(x) = B, podle Heineho véty (implikace =)
mame, Ze lim,_o f(xp) = A a lim,_ g(x,) = B. Podle véty o aritmetice
limit posloupnosti pak i lim,_o f(xn) + g(x,) = A+ B. Tedy f + g
spliiuje (ii) Heineho véty a to podle Heineho véty (implikace <=) znamen3,
ze limy_,f(x) + g(x) = A+ B. ]
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Limity funkci a usporadani

Vé&ta (Limity funkci a usporadani)

Necht ¢ € R* a funkce f, g a h jsou definované na né&jakém prstencovém
okoli bodu c.

(i) Maji“li funkce f a g v bodé& ¢ limitu a limy_,. f(x) > limy_,c g(x),
pak existuje 6 > 0 takové, Ze f(x) > g(x) pro kaZdé x € P(c,J).
(i1) Existuje-li 6 > 0 takové, Ze f(x) > g(x) pro kaZdé x € P(c,9), a
maji-li funkce f a g limitu v bodé c, potom
limy_c F(x) > limy_c g(x).
(iii) Existuje-li 6 > 0 takové, Ze f(x) < h(x) < g(x) pro kaZdé x € P(c, )
alimy_c f(x) =limy_cg(x) = A € R*, potom i limx_, h(x) = A.

y



Limita monotdonni funkce

Véta (Limita monoténni funkce)

Necht a < b jsou redInd &isla a funkce f: (a, b) — R je na intervalu (a, b)
monotonni. Potom existuji (pFfipadné nevlastni) jednostranné limity

lim f(x) a Ilim f(x).

xX—»a™ X—b~

Vétu lze rozsifit | na pripad, kdy b = +00 nebo a = —oc.




Dukaz

Dikaz

Budeme predpokladat, Ze f je neklesajici a dokdazeme existenci limity f v
bodé a zprava, ostatni pripady jsou analogické. PoloZzme

a = inf{f(x); x € (a,b)} e RU{—0o0}
a dokaZme, Ze limy_,,1 f(x) = a. Necht € > 0. Z definice infima plyne, Ze
pro kaZzdé x € (a, b) plati f(x) > « a také Ze existuje xo € (a, b) takové,
ze f(xp) € U(a, e). Diky monotonii pak vime, Ze pro kazdé x € (a, xo)
mame f(x) € U(a, ). Zvolme § > 0 dost malé na to, aby platilo
P*(a,d) C (a,xq). Potom plati f(P*(a,d)) C U(a,¢), tudiz
limy_ a1 f(x) = a. ]



Spojitost

Definice (Spojitost funkce)
Funkce f je v bodé a € R spojita, pokud

lim f(x) = f(a).

X—a

Funkce f(x) je v bodé a spojita zprava, pokud limy_, 1+ f(x) = f(a).
Podobné se definuje spojitost zleva.

@ funkce je v daném bodé a € R spojita pravé tehdy, kdyz je v tomto
bodé spojita zleva | zprava



Spojitost - priklad

Funkce sgn(x)

@ je spojitd v libovolném bod& a € R\ {0}, nebot je na dostate¢n&
malém okoli takového bodu konstantni

@ v bodé a = 0 neni spojita, protoZze v tomto bodé nema limitu.

@ v bodé a = 0 neni ani jednostranné spojita, protoze sgn(0) = 0,
zatimco obé jednostranné limity jsou nenulové




Spojitost - priklad

Riemannova funkce
Definujme funkci f: (0,1) — R nasledovné:

F(x) = {0 pro x iracionalni

% pro x = £ raciondIni a p, g € N nesoudgIn3

Ve kterych bodech je Riemannova funkce spojita? www.menti.com: 8667
1035
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Limita sloZzené funkce

Véta (Limita sloZené funkce)

Necht A, B, C € R*, necht g(x) je funkce splfiujici limy_,4g(x) = B a
f(x) je funkce spliiujici limy_,g f(x) = C. Navic necht je splnéna aspor}
jedna z podminek P1 a P2:
P1. Funkce f(x) je spojita v B (tedy, f(B) = lim,_,gf(x) = C).
P2. Na néjakém prstencovém okoli P(A,n) funkce g(x)
nenabyva hodnotu B, tj. B & g(P(A,n)).

Potom im F(g(x)) = C.

x—A

Budeme chtit ukazat, Ze pro dané € > 0 existuje v > 0 takové, ze
f(g(P(A,7))) € U(C,¢)



Dukaz VOLSF

Bud ddno ¢ > 0. ProtoZe lim,_.g f(x) = C, existuje § > 0 takové, Ze

f(P(B,d)) C U(C,e). (1)
ProtoZe limy_,4 g(x) = B, tak pro toto ¢ existuje v > 0 takové, Ze
g(P(A,7)) € U(B,9). (2)

Jedina obtiZ nyni je ta, Ze okoli U(B, d) neni obsaZeno v okoli P(B,d), ma
navic bod B. Musime vyuZit toho, Ze plati jedna z podminek P1 a P2.
Pokud je splnéna podminka P1, tj. pokud plati f(B) = C, tak nejen
f(P(B,d)) C U(C,¢e), ale f(U(B,d)) C U(C,e).
Pak obtiZ mizi a dostaneme
f(g(P(A,7))) € f(U(B,0)) € U(C,e), tedy lim f(g(x)) = C.
Pokud je splnéna podminka P2, mizeme v > 0 zvolit tak, aby navic
platilo v < 1, a potom
g(P(A, 7)) € P(B,9).

ObtiZz opét mizi a dostaneme

f(g(P(A,v))) C f(P(B,d)) C U(C,¢) tedy lim f(g(x))=C. L[I

x—A



Asymptotické symboly o0 a O

Necht a € R*, § > 0, a funkce f, g jsou definované na prstencovém okoli
P(a,d), pfitem? g je na ném kladnd. Rikdme, Ze funkce f je velké o
funkce g pro x jdouci k a a piseme, Ze f = O(g) pro x — a, pokud
existuje ¢ > 0 tak, ze

Vx € P(a,0): |f(x)| < cg(x).

Pokud ;
lim & =0,
x—a g(x)
piseme, Ze f = o(g) pro x — a, a fikdme, Ze funkce f je malé o funkce g

pro x jdouci k a.

o f =o0(g)prox »>a=f=0(g) prox — a

Vyrazy f = O(g) a f = o(g) nejsou rovnosti, f = O(g) i f = o(g) plati
pro mnoho riznych funkci f.
Spravnéjsi (ale zfidka pouzivany) zépis by byl f € O(g) nebo f € o(g).



Pouziti asymptotické notace

Asymptotické porovnavani lze vyuzit pfi vypoctu limity podilu:

234 X2 =2 . 2x3 + o(xX3)
lim - = |im -
X—>+00 X X——+00 X

=2 +0.
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