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Vlastnosti funkci

Definice
Rekneme, Ye funce f : M - R M CR je
@ shora omezena pokud existuje K € R, Ze f(x) < K pro kazdé x € M,
@ zdola omezena pokud existuje K € R, Ze f(x) > K pro kazdé x € M,
omezena pokud je shora | zdola omezena,
rostouci pokud f(x) < f(y) pro kazdé x,y € M spliujici x < y,
neklesajici pokud f(x) < f(y) pro kazdé x,y € M spliujici x < y,
klesajici pokud f(x) > f(y) pro kazdé x,y € M spliujici x < vy,
nerostouci pokud f(x) > f(y) pro kazdé x,y € M spliiujici x < y,

monotonni pokud je neklesajici nebo nerostouci

Existuji monotdénni funkce neomezené shora i zdola: f(x) = x.



Dalsi vlastnosti funkci

Definice

@ periodicka funkce s periodou p € R, p > 0, kdyZ pro kazdé x € M je |
xEtpeMaf(x)="f(x=+p),

@ prosta pokud x #£ y implikuje f(x) # f(y),

Musi byt prostd funkce monoténni? www.menti.com: 1744 2639

Definice

Necht f : M — R, M C R je prostd funkce. Funkce f<=1> je inverzn/
funkce k funkci f, pokud f<71>(y) = x pravé tehdy, kdyz f(x) = y.



https://www.menti.com/8jb1xbfeqf

Exponenciala

Jak definujeme 277




Exponencidla

Definice
Pro libovolné x € R definujeme exponencialni funkci jako soucet fady

©. @)
N x" x2 x> X

e :exp(x)::Zmzl+x+?+€+ﬂ+....
n=0

@ fada konverguje pro kazdé x € R, takZe funkce je vSude definovana
0
@ e’ =1

@ e >1prox>0
o
o Eulerovo &islo e definujeme jako exp(1) = Y & ~ 2,7

. c n=0
@ e je iracionalni

Alternativné Ize exponencialu definovat jako limitu:

exp(x) = lim (1—|—i>n 4 /

n— oo n



Vlastnosti exponencialy

Vé&ta (Funkce exp pfevadi soudet na soudin)

Pro kazdé x,y € R je

exp(x + y) = exp(x) exp(y) .

= nasledujici vlastnosti exponencialni funkce:
exp(—x) = 1/ exp(x) (protoZe exp(x)exp(—x) = exp(0) = 1),
exp(x) > 0 pro kazdé x € R,

exp(x) < 1 pro x <0,

exp(x) je rostouci funkce na R, protoze pokud x < v,
exp(y) = exp(x) exp(y — x) a exp(y — x) > 1,

@ lim,_o0 exp(n) = 400, a

o lim,_ oo exp(—n) =0.
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Logaritmus

Véta (Logaritmus)
Pro kazdé kladné y € R ma rovnice
e =y

pravé jedno feseni x € R, které oznacime jako Iny := x.
Nazyvame ho ptirozeny logaritmus ¢isla y.

P¥irozeny logaritmus je tedy inverzni funkci k exp(x).

1 2 3 3 5




Ruzné zaklady exponencialy a logaritmu

Definice

Pro kladné redlné Cislo b a redlné &islo x definujeme b* := exp(xIn b). Pro
kladné redlné &islo b # 1, definujeme logaritmus o zakladu b, piseme
log,, x, jako inverzni funkci k b*.

Logaritmus o dané bazi Ize z p¥irozeného logaritmu spodist jako

_ Inx
log, x = 5.



Goniometrické funkce

Definice (Goniometrické funkce)

Funkce sinus a cosinus definujeme jako soucet nasledujicich Fad

. B e (_1)nX2n—i—1 B X3 X5
smx.—nz% (2n—|—1)! _X_§+§_'”
a
B OO (_1)nX2n 3 X2 X4
cosx.—z (2n)! —1—§—|—H—...

n=0

Funkce tangens a cotangens jsou definovany jako tan x (nebo tgx) = gg‘s’;(

pro x € R\ {n/2 + kn|k € Z} a cotgx = = pro x € R\ {kn|k € Z}.

sin X

¢




Cyklometrické funkce

Definice (Cyklometrické funkce)

Funkce arkus sinus arcsin : [—1,1] — [~5, 5] je definovana jako inverzni

funkce k funkci sinus na intervalu [-7, 5.
Funkce arkus cosinus arccos : [—1, 1] — [0, 7| je definovana jako inverzni

funkce k funkci cosinus na intervalu [0, 7].
Funkce arkus tangens arctan : (—o0,00) — (—n/2,7/2) je definovdna
jako inverzni funkce k funkci tangens na intervalu (—n/2,7/2).

| : www.menti.com: 9732 9652


https://www.menti.com/nqd2q4ddp3

Okoli bodu

Definice (Okoli bodu)

Okoli (6-okoli) bodu a € R, kde § € RT je interval
U(a,0) =(a—d,a+9d)={xeR: |[x—a| <d}.

Okoli nekonecen definujeme jako

U(+00,9) = (1/, +00), U(—00,9) = (=00, =1/9)
Pravé okoli, resp. levé okoli, bodu a € R je interval
U*(a,8) = [a,a + ). U~(a,8) = (a— 6, 4]

Prstencova okoli bodu a € R jsou obycejna okoli s vyjmutym bodem a:
P(a,d) = U(a,6)\{a}
P (a,d) = U (a,0)\{a}
P~ (a,0) = U (a,0)\{a}

Prstencova okoli nekonecen jsou stejna jako jejich obycejna okoli.




Limita posloupnosti

Definice (Vlastni limita)

Rekneme, e A € R je (vlastni) limita posloupnosti (a,), pokud pro kazdé
realné cislo € > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé prirozené dislo
n>ngje |a, — Al < e.

Definice (Nevlastni limita)

Rekneme, Ye lim,_o a, = 00, pokud pro kazdé redlné &islo K existuje
no € N takové, ¥e pro kazdé p¥irozené &islo n > ng je a, > K. Rekneme,
ze lim,_ o0 ap = —00 pokud pro kazdé realné Cislo K existuje ng € N
takové, Ze pro kazdé prirozené Cislo n > ng je a, < K.

Definice (Limita)

Rekneme Ye lim, o0 an = A, A € R", pokud

Ve >0dng >0:n>nyg= a, € U(A e).




Limita funkce

Definition (Limita funkce)
Rekneme, e funkce f md v bodé& a € R* limitu A € R*, kdy?

Ve>03d0>0: x€ P(a,0) = f(x) € UA,¢e).

Zapisujeme
lim f(x) = A.

X—a

Limita funkce f v bodé a nezavisi na jeji hodnoté v a, f ani nemusi byt v a
definovana.




P¥iklady

Pokud f(x) = x a a € R, pak lim,_,, f(x) = a. Pokud zmé&nime hodnotu
funkce v nule a definujeme f jako

| x  prox#0
f(X)_{ 1 prox=0,

pak stdle limy_,, f(x) = a pro kazdé a € R, i pro a = 0.




P¥iklady

Funkce signum (znaménko), ktera je definovana predpisem

(1 pro x > 0,
sgn(x) =4 0 pro x = 0,
—1 prox<O0

\

ma limitu limyx_,,sgn(x) = sgn(a) pro a € R\{0}, a limx_,o sgn(x)
neexistuje.




Jednostranné limity

Definice (Jednostranné limity)

Funkce f(x) ma v bodé a € R limitu zprava rovnou A € R*, zapisujeme

lim f(x) = A,

x—at

pokud
Ve >036 >0: x € P(a,d) = f(x) € U(A,e).

Analogicky se definujeme /imitu zleva, P*(a, ) se nahradi levym
prstencovym okolim P~ (a, ).

y

Jestlize lim,_, ;+ f(x) = lim,_, .- f(x) = A, pak lim,_,, f(x) = A. Naopak,
pokud jsou limity zprava a zleva rizné, limita neexistuje.



Jednoznacnost limity funkce

Véta (Jednoznaénost limity funkce)

Funkce ma v daném bodé& nejvyse jednu limitu.

Dukaz

A, B € R* budte dvé riizné limity funkce f(x) v bod& a € R*. ProtoZe

A #£ B, Ize zvolit tak malé € > 0, Ze U(A,e) N U(B,e) = (). Maji existovat
01,02 > 0 takovd, Ze x € P(a,01) = f(x) € U(A,¢) a

x € P(a,d7) = f(x) € U(B,e). Pro 0 <6 < min(d1,02) mame, Ze

x € P(a,d) = f(x) € U(A,e) N U(B,e). To je ale spor, tato dvé okoli
jsou disjunktni a soucasné v jejich priiniku ma lezet néjaké f(x). ]

v




Heineho definice limity

Véta (Heineho definice limity)

Necht f je funkce definovand na prstencovém okoli P(b, A) bodu b € R*
pro néjaké A > 0. Nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) limy_p f(x) =L,
(i1) pro kaZdou posloupnost (x,) C P(b,A), pro niZ plati lim, . x, = b,
plati také lim,_, f(x,) = L.




Heineho definice limity - pouziti

Funkce f(x) = sin(<), ktera je definovand na mnozing& M = R\ {0}, nem3
limitu v nule.

UvaZme dvé& posloupnosti (x,) a (yn), kde

! €N
Xn — a n — ,n .
m © " T 2n+1/2)n

@ limx, =Ilimy, =0, ale
o f(x,) =sin(1/x,) =0a f(y,) =sin(l/y,) =1 pro kazdé n € N.

= limy_osin(1/x) neexistuje




