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Hromadný bod

Definice (Hromadný bod)

Necht’ (an) je posloupnost reálných č́ısel. Rozš́ı̌rené reálné č́ıslo ↵ 2 R⇤
je

jej́ım hromadným bodem, pokud je limitou nějaké podposloupnosti (an).

Z Věty o limitě podposloupnosti plyne, že pokud má posloupnost (an)

limitu a, a je jediným hromadným bodem (an).

Kolik hromadných bodů má posloupnost (
n
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�
n
⇡
4

�
)?
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Monotónńı podposloupnost

Věta (O monotónńı podposloupnosti)

Každá posloupnost (an) ⇢ R má monotónńı podposloupnost.

Důkaz

Necht’ (an) ⇢ R je libovolná posloupnost. Řekneme, že v indexu k 2 N
zač́ıná dobrá posloupnost, existuj́ı-li takové indexy k = k1 < k2 < . . ., že
ak1  ak2  . . ., a že v k zač́ıná špatná posloupnost, existuj́ı-li takové

indexy k = k1 < k2 < . . . < kj , že ak1  ak2  . . .  akj > an pro každé

n > kj . V prvńım p̌ŕıpadě tedy členem ak zač́ıná nekonečná neklesaj́ıćı

podposloupnost, a ve druhém taková konečná neklesaj́ıćı podposloupnost,

že už ji nelze prodloužit.

Zřejmě v každém indexu k 2 N zač́ıná dobrá posloupnost nebo v něm

zač́ıná špatná posloupnost. (Vystartujeme z k a libovolně budujeme

neklesaj́ıćı podposloupnost. Když se nikdy nezastav́ıme, máme dobrou

posloupnost, a když nastane krok, kdy už nemůžeme nijak pokračovat,

máme špatnou posloupnost.)
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zač́ıná špatná posloupnost. (Vystartujeme z k a libovolně budujeme
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Monotónńı podposloupnost - důkaz

Pokud v indexu 1 zač́ıná dobrá posloupnost, jsme hotovi. Když ne, zač́ıná

v 1 špatná posloupnost a jako k1 > 0 definujeme jej́ı posledńı index. Pokud

v indexu k1 + 1 zač́ıná dobrá posloupnost, jsme hotovi. Když ne, zač́ıná v

k1 + 1 špatná posloupnost a jako k2 > k1 definujeme jej́ı posledńı index.

Takto pokračujeme dále. Pokud někdy dostaneme dobrou posloupnost,

jsme hotovi, protože (an) má neklesaj́ıćı podposloupnost. Pokud ji nikdy

nedostaneme a máme stále špatné posloupnosti, vezmeme jejich posledńı

indexy 1  k1 < k2 < . . .. Podle definice špatné posloupnosti tvǒŕı

klesaj́ıćı podposloupnost ak1 > ak2 > . . . a jsme zase hotovi.
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Bolzanova–Weierstrassova věta

Věta (Bolzanova–Weierstrassova)

Každá omezená posloupnost (an) ⇢ R má konvergentńı podposloupnost.

Důkaz

Necht’ (an) ⇢ R je omezená. Podle p̌redchoźı věty má (an) monotónńı

podposloupnost (bn), jež je zjevně omezená. Podle Věty o limitě

monotónńı posloupnosti je (bn) konvergentńı.

) každá omezená posloupnost hromadný bod (pro neomezenou

posloupnost je to 1 nebo �1)
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Množina hromadných bodů

Označ́ıme R⇤ � H = {hromadné body posloupnosti (an)} .
H má nejvěťśı i nejmenš́ı prvek:

když (an) neńı shora omezená, pak je +1 2 H nejvěťśım prvkem

je-li (an) shora omezená č́ıslem c 2 R, je c horńı závorou pro H

volme ↵ = sup(H) 2 R
podle vlastnosti suprema a definice množiny H pro každé k 2 N má

(an) podposloupnost s limitou v intervalu [↵� 1/k ,↵]. Z těchto

podposloupnost́ı pro k = 1, 2, . . . vybereme vhodné členy an1 , an2 , . . .,
že n1 < n2 < . . . a pro každé k je ank 2 [↵� 2/k ,↵]

t́ım jsme vyrobili podposloupnost, jej́ıž limita je ↵. Tedy
↵ = sup(H) 2 H a H má nejvěťśı prvek.

podobně pro nejmenš́ı prvek



Limes superior a limes inferior

Definice (Limes superior a limes inferior.)

Definujeme

lim inf
n!1

an := min(H) a lim sup
n!1

an := max(H) .

Tyto zkratky znamenaj́ı limes inferior, nejmenš́ı limita (podposloupnosti), a

limes superior, nejvěťśı limita (podposloupnosti). Na rozd́ıl od limity

lim inf a lim sup vždy existuj́ı.

Je-li pn n-té prvoč́ıslo, co můžeme ř́ıct o lim supn!1(pn+1 � pn) a

lim infn!1(pn+1 � pn)? www.menti.com: 4892 7329 Kv́ız
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Řada a jej́ı součet

Definice (Řada a jej́ı součet)

Nekonečná řada (reálných č́ısel) je výraz

1X

n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · · ,

kde (an)n�1 je posloupnost reálných č́ısel.

Částečný součet řady (n-tý částečný součet) sn, je součet jej́ıch prvńıch n

členů.

Pokud existuje vlastńı limita posloupnosti (sn) částečných součt̊u dané

řady, mluv́ıme o konvergentńı řadě a limita limn!1 sn je jej́ım součtem.

Pokud lim sn neexistuje nebo je nevlastńı, je daná řada divergentńı.
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Př́ıklady řad
P
n�0

(�1)
n
= 1� 1 + 1� 1 + · · ·
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Př́ıklady řad
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Nutná podḿınka konvergence

Věta

Pokud řada
P1

n=0 an konverguje, pak limn!1an = 0.

Podḿınka neńı postačuj́ıćı!

Důkaz

Když řada
P

an konverguje, pak limn!1sn = S 2 R. Podle věty o

aritmetice limit máme

limn!1an = limn!1(sn � sn�1) = limn!1sn � limn!1sn�1 = S � S = 0.
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Př́ıklady řad
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konverguje pro s > 1

diverguje pro s  1.

Pro s = 1 se řada nazývá harmonická řada.

Diverguje, ačkoli jej́ı prvky konverguj́ı k nule!

Pro některé hodnoty s jsou pro součty této řady známy explicitńı vzorce,

nap̌ŕıklad
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nap̌ŕıklad
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Srovnávaćı kritérium

Věta (Srovnávaćı kritérium)

Uvažujme řady
P

an a
P

bn splňuj́ıćı 0  an  bn pro všechna n.

Jestliže
P

bn konverguje, pak také
P

an konverguje.

Jestliže
P

an diverguje, pak také
P

bn diverguje.
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