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Hromadny bod
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Definice (Hromadny bod)

Necht (a,) je posloupnost redlnych &isel. Rozgitené realné &islo a € R* je
jejim hromadnym bodem, pokud je limitou néjaké podposloupnosti (a,).

y

Z Véty o limité podposloupnosti plyne, Ze pokud ma posloupnost (a,)
limitu a, a je jedinym hromadnym bodem (a,).

Kolik hromadnych bodii ma posloupnost (%5 sin (n%))?
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Monotdnni podposloupnost

Véta (O monoténni podposloupnosti)

KaZda posloupnost (a,) C R ma monoténni podposloupnost.




Monotonni podposloupnost

Vé&ta (O monotdnni podposloupnosti)

KaZda posloupnost (a,) C R ma monoténni podposloupnost.
/

Dikaz

aky < ak, <
indexy kK = KT <

n > k;. V prvnim pfipad€ tedy clenem a, zacina nekonecna neklesajici
podposloupnost, a ve druhém takova kone¢na neklesajici podposloupnost,
Ze uz ji nelze prodlouzit.

/tejmé v kazdém indexu k € N zadina dobra posloupnost nebo v ném
zalinad Spatnd posloupnost. (Vystartujeme z k a libovolné budujeme
neklesajici podposloupnost. Kdyz se nikdy nezastavime, mame dobrou
posloupnost, a kdyz nastane krok, kdy uz nemuizeme nijak pokracovat,
mame $patnou posloupnost.)




Monotonni podposloupnost - dukaz

Pokud v indexu 1 zadina dobrd posloupnost, jsme hotovi. Kdyz ne, zacina
v 1 Spatnd posloupnost a jako k; > 0 definujeme jeji posledni index. Pokud
v indexu k1 + 1 zadinad dobrd posloupnost, jsme hotovi. Kdyz ne, zacina v
ki + 1 Spatna posloupnost a jako k» > ki definujeme jeji posledni index.
Takto pokracujeme dale. Pokud nékdy dostaneme dobrou posloupnost,
jsme hotovi, protoZe (a,) ma neklesajici podposloupnost. Pokud ji nikdy
nedostaneme a mame stale Spatné posloupnosti, vezmeme jejich posledni
indexy 1 < k1 < ky < .... Podle definice Spatné posloupnosti tvori
klesajici podposloupnost ai, > ax, > ... a Jsme zase hotovi. D/
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Bolzanova—\Welerstrassova véta

Véta (B zanova—Welerstrassova)
KaZd4 omezend posloupnost (a,) C R ma konvergentni podposloupnost. }
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Bolzanova—\Welerstrassova véta

Véta (Bolzanova—Weierstrassova)
KaZdd omezend posloupnost (a,) C R ma konvergentni podposloupnost. J

Dukaz

Necht (a,) C R je omezend. Podle pfedchozi v&ty ma (a,) monotdnni
podposloupnost (b,), jeZ je zjevné omezena. Podle Véty o limité
monoténni posloupnosti je (b,) konvergentni.

= kaZdad omezenda posloupnost hromadny bod (pro neomezenou
posloupnost je to co nebo —oo)



MnoZina hromadnych bodu

Oznat¢ime R* D H = {hromadné body posloupnosti (a,)} .

H ma nejvétsi 1 nejmensi prvek:
@ kdyZ (a,) neni shora omezend, pak je +0o0 € H nejvétsim prvkem
@ je-li (a,) shora omezena &islem ¢ € R, je ¢ horni zavorou pro H
@ volme a =sup(H) € R

@ podle vlastnosti suprema a definice mnoziny H pro kazdé kK € N m3a
(a,) podposloupnost s limitou v intervalu [ — 1/k, a]. Z téchto
podposloupnosti pro k = 1,2,... vybereme vhodné ¢leny a,,, an,, . .
Ze np < np < ...a pro kazdé k je ap, € [ —2/k, al]

@ tim jsme vyrobili podposloupnost, jejiz limita je . Tedy
a = sup(H) € H a H ma nejvétsi prvek.

@ podobné pro nejmensi prvek



Limes superior a limes inferior

Definice (Limes superior a limes inferior.)
Definujeme

liminf a, := min(H) a limsupa, := max(H) .
=ee n— 00

Tyto zkratky znamenaji limes inferior, nejmensi limita (podposloupnosti), a
limes superior, nejvétsi limita (podposloupnosti). Na rozdil od limity
liminf a limsup vZdy existuji.

Je-li p, n-té prvodislo, co mizeme ¥ict o limsup,_, . (pPntr1 — Pn) a
liminf,_oo(pPne1 — pn)? www.menti.com: 4892 7329
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Rada a jeji soudet



Rada a jeji soudet

Definice (Rada a jeji sou&et)

Nekonecna Fada (redlnych ¢isel) je vyraz

@)

Zan:31+32‘|‘33+"' ,

n=1
kde (ap)n>1 je posloupnost redlnych &isel.
Cdste&ny soucet Fady (n-ty &astedny soulet) s,, je soudet jejich prvnich n
Clend.
Pokud existuje vlastni limita posloupnosti (s,) ¢aste¢nych souétii dané
fady, mluvime o konvergentni Fadé a limita lim, o S, Je Jejim souctem.
Pokud lim s, neexistuje nebo je nevlastni, je dana Yada divergentni.




P¥iklady ¥ad

S (-1)"=1-1+1-1+--
n>0

e je divergentni, protoZe (s,) = (1,0,1,0,1,...)



P¥iklady ¥ad

S (-1)"=1-1+1-1+--
n>0

@ je divergentni, protoZe (s,) = (1,0,1,0,1,...

> q"=1+q+q¢@ +q> +- -
n=0

@ geomericka rada
@ g € R je kvocient

@ vzorec pro ¢aste¢ny soulet (q # 1):

sh=1+9+¢ +---+g

)




P¥iklady ¥ad
S (-1)"=1-1+1-1+--
n>0

e je divergentni, protoZe (s,) = (1,0,1,0,1,...)

> q"=1+q+q¢@ +q> +- -
n=0

@ geomericka rada
@ g € R je kvocient

@ vzorec pro ¢aste¢ny soulet (q # 1):

2 g1
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P¥iklady ¥ad
S (-1)"=1-1+1-1+--
n>0

e je divergentni, protoZe (s,) = (1,0,1,0,1,...)

> q"=1+q+q¢@ +q> +- -
n=0

@ geomericka rada
@ g € R je kvocient

@ vzorec pro ¢aste¢ny soulet (q # 1):
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P¥iklady ¥ad

S (1) =1-14+1—-1+--.

n>0

e je divergentni, protoZe (s,) = (1,0,1,0,1,...)
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@ geomericka fada

@ g € R je kvocient

@ vzorec pro ¢aste¢ny soulet (q # 1):

Sp=1+q+q>+ -
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Nutna podminka konvergence

Véta

Pokud Fada Ziozo an konverguje, pak lim,_a, = 0.

Podminka neni postacujici!



Nutna podminka konvergence

Pokud Fada Zi‘;o an konverguje, pak lim,_a, = 0.

Véta J

Podminka neni postacujici!

Dukaz
Kdyz ¥ada )  a, konverguje, pak lim,_ s, =S € R. Podle véty o
aritmetice limit mame A\

\

limn_>ooan — limn_>oo(5n - Sn_]_) — /imn_>005n - limn_> Sn_]_ — S - 5 — O.
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P¥iklady ¥ad

o

> E=1+x+z5+z5+,kdeseR
n=1

Pro jejich konvergenci plati, ze

i 1 { konverguje pro s > 1

/ ns diverguje pro s < 1.
n—

Pro s = 1 se fada nazyva harmonicka rada.

Diverguje, ackoli jeji prvky konverguji k nule!



P¥iklady Yad

o

> E=1+x+z5+z5+,kdeseR
n=1

Pro jejich konvergenci plati, ze

@)

Z 1 { konverguje pro s > 1

/ ns diverguje pro s < 1.
n—

Pro s = 1 se fada nazyva harmonicka rada.
Diverguje, ackoli jeji prvky konverguji k nule!

Pro nékteré hodnoty s jsou pro soucty této fady znamy explicitni vzorce,
napriklad
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Srovnavaci kritérium

Vé&ta (Srovndvaci kritérium)

UvaZujme Fady ) a, a > _ b, spliiujici 0 < a, < b, pro vsechna n.
Jestlize > b, konverguje, pak také > a, konverguje.
Jestlize > a, diverguje, pak také ) b, diverguje.
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