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Urcity integral

@ vypocet ploch, objemi, energie a prace a dalSich fyzikalnich veliin,
odhadovani souctu . ..

Definice

Predpokladejme, Ze mame dano a, b € R, kde a < b. Funkce

f: (a, b) = R ma na intervalu (a, b) Newtoniiv integral, kdyZ ma na (a, b)
primitivni funkci F a ta ma vlastni jednostranné limity

F(at)= lim F(x) a F(b")= lim F(x).

X—»a™ xX—b~

Symbolem [F]? oznaéme rozdil F(b~) — F(a™). Newtoniiv integral funkce
f na intervalu (a, b) pak definujeme jako

b
(N)/ f(x)dx :=[FIt = F(b~) — F(at) = lim F(x)— lim F(x).

X—b~ xX—a™




Newtonuv integral

xX—b~ X—ra™

b
(/v)/ f(x)dx = [F]E = F(b") — F(at) = lim F(x)— lim F(x).

@ ProtoZe kaZdé dvé funkce primitivni k f na (a, b) se lisi jen o aditivni
konstantu, rozdil limit F(b~) — F(a™) na volb& F nezavisi a definice
Newtonova integralu je korektni.

@ T¥idu newtonovsky integrovatelnych funkci znacime
N(a,b) = {f: f md na (a, b) Newtoniv integral}.
@ Pokud je integrani promé&nna jasna z kontextu, ¢asto misto
(N) [ f(x) dx piseme jen (N) [ f.

www.menti.com 5803 3649 Necht a < b < ¢ jsou t¥i redlna &isla.
Necht f je funkce, kterd je newtonovsky integrovatelnd na (a, b) i na
(b, c). Potom f je také newtonovsky integrovatelnd na (a, c) a plati

(N) [P+ (N) [SF=(N)[SF.


https://www.menti.com/26v5abwgyh

Newtonlv integral a spojitost

Véta

Je-li funkce f: [a, b] — R spojita, pak (N) fab f(x) dx existuje.
EEEEEEEEEEEE—————



https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn11-dukaz-newton-spoj.pdf

NeesF ns £ sy ) -19) (94) /
10X ki L b 0



Newtonlv integral a spojitost

Véta
Je-li funkce f: [a, b] — R spojita, pak (N) fab f(x) dx existuje.
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@ spojitost na [a, b] ani omezenost neni nutna

W 4w J¢-RY-FF)


https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn11-dukaz-newton-spoj.pdf

Metody vypoctu Newtonova integralu

Vé&ta (Per partes pro uréity integral)
Necht f a g jsou dvé funkce spojité na [a, b]. Necht maji f a g na (a, b)

primitivni funkce F a G, které Ize spojité rozsitit na [a, b]. Potom existuji
oba urcité integraly (N) fab fG a (N) fab Fg a plati

(V) /ab G — [Fc]g—(/v)/ab Fe.
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn11-dukaz-per-partes-urc.pdf

Metody vypoctu Newtonova integralu
o pokud a < b, tak vyraz (N) [ f definujeme jako —(N) fab f a
podobng [F]2 poloZime rovno —[F]?
o (N) fbb f := 0 pro libovolné b a f
@ vnitrek intervalu J = mnozina vnitfnich bodid J, tj. otevfeny interval

Vé&ta (Substituce pro uréity integral)

Necht ©: [a, 5] — R je spojitd funkce, kterd ma ve vSech bodech
otevreného intervalu («, 8) vlastni derivaci. Ozna¢me

J:=p((a,8)) ={p(t), t € (a,B)}. Ze spojitosti ¢ na |a, B] plyne, Ze J
Jje omezeny interval Necht f je funkce spojitd na J a newtonovsky
integrovatelna na vnitrku J. Potom

©(B)

B
(V) / Fo(8)e (1) dt = (V) / O

specialné tedy leva i prava strana existuje.

www.menti.com 2579 6946


https://www.menti.com/ythndb753t

Metody vypoctu Newtonova integralu

Necht ¢: [a, 5] — R je spojitd funkce, kterd ma ve vdech bodech
otevfeného intervalu (a, 8) vlastni derivaci. Oznaéme

J:=p((a,B)) = {p(t);, t € (o, 8)}. Ze spojitosti ¢ na [a, 5] plyne, Ze J
je omezeny interval. Necht f je funkce spojitd na J a newtonovsky
integrovatelna na vnitrku J. Potom

B ()
(V) / F(o(8)e (1) dt = (V) / O

specialné tedy leva i prava strana existuje.

@ na pravé strané rovnosti nemusi integra¢ni meze spliiovat
pla) < ()

@ interval J miZe byt otevreny, uzavieny, nebo polootevieny

@ nutno ovéfit predpoklady pro f na celém intervalu J, ktery muze byt
v&tsi neZ interval ohrani¢eny hodnotami p(a) a ¢(5)

@ neni nutné aby () a p(B) patfily do J

@ pokud J obsahuje krajni body, je v nich tfeba ové&fit (jednostrannou)

a ~
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Riemannuv integral — ,,plocha pod grafem funkce”

U(a,b, f)
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Riemanna suma

Definice (Riemanna suma)

Necht —oo < a < b < +00 jsou dvé redlnd &isla. Kone¢na (k + 1)-tice
bodl D = (ag, a1, ..., ax) z intervalu [a, b] je jeho délenim, pokud

a=gp<a<a<---<a=nb.

Tyto body déli interval [a, b] na intervaly [; = [aj, aj+1]. Délku intervalu
oznalime pomoci absolutni hodnoty: |/;| = aj11 — a; a |[a, b]| = b — a.
Pro funkci f: [a, b] — R a déleni D = (ag, a1, ..., ax) intervalu [a, b]
definujeme dolni, respektive horni, Riemannovu sumu jako

k—1

s(f,D) = Z|l\m,, respektive S(f, D) Z|I\M,,
=0

kde m; = inf{f(x); x € ;} a M; =sup{f(x); x € I;}.
Tyto soucty jsou vzdy definované, s(f,D) e RU{—o0o} a
S(f,D) €e RU {+oc}.




Riemannuv integral

Definice (Horni a dolni Riemanndiv integral)

Dolni, respektive horni, Riemanniv integral funkce f na intervalu [a, b]
definujeme jako

b b
/f:/ (x) dx = sup{s(f, D): D je d¥lenf [, b]},

respektive
~b b
/f:/ f(x) dx = inf{S(f, D): D je délent [a, b]}.

Tyto vyrazy jsou vzdy definované a fabf, fabf e R* =RU{—00, +c0}.




Riemannuv integral

Definice (Riemanniv integral)

Rekneme, e funkce f: [a, b] — R ma na intervalu [a, b] Riemanniiv
integral, p¥ipadné Ze je riemannovsky integrovatelna, pokud

/abf(x) dx = /abf(x) dx € R.

Tuto spole¢nou kone¢nou hodnotu, kdyz existuje, znacime

/abf(x) dx:/abf

a nazyvame Riemannovym integrdlem funkce f na intervalu [a, b]. T¥idu
véech riemannovsky integrovatelnych funkci oznacujeme

R[a, b] :== {f: f je definovand a riemannovsky integrovatelnd na [a, b|}.




Vlastnosti Riemannova integralu a sum

@ neomezend funkce neni Riemannovsky integrovatelnd
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@ dolni Riemannova suma je mensi nebo rovna horni Riemannové sumé
tehoz déleni — 44/} yw Koaoh ditn’

@ Riemanniv integral (pokud existuje) Ize shora odhadnout horni a

zdola dolni Riemannovou sumou \
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