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Určitý integrál

výpočet ploch, objemů, energie a práce a daľśıch fyzikálńıch veličin,

odhadováńı součt̊u . . .

Definice

Předpokládejme, že máme dáno a, b 2 R, kde a < b. Funkce

f : (a, b) ! R má na intervalu (a, b) Newton̊uv integrál, když má na (a, b)
primitivńı funkci F a ta má vlastńı jednostranné limity

F (a
+
) = lim

x!a+
F (x) a F (b

�
) = lim

x!b�
F (x).

Symbolem [F ]
b
a označme rozd́ıl F (b

�
)� F (a

+
). Newton̊uv integrál funkce

f na intervalu (a, b) pak definujeme jako

(N)

Z b

a
f (x) dx := [F ]

b
a = F (b

�
)� F (a

+
) = lim

x!b�
F (x)� lim

x!a+
F (x).



Newtonův integrál

(N)

Z b

a
f (x) dx := [F ]

b
a = F (b

�
)� F (a

+
) = lim

x!b�
F (x)� lim

x!a+
F (x).

Protože každé dvě funkce primitivńı k f na (a, b) se lǐśı jen o aditivńı

konstantu, rozd́ıl limit F (b
�
)� F (a

+
) na volbě F nezáviśı a definice

Newtonova integrálu je korektńı.

Tř́ıdu newtonovsky integrovatelných funkćı znač́ıme

N (a, b) = {f : f má na (a, b) Newtonův integrál}.

Pokud je integračńı proměnná jasná z kontextu, často ḿısto

(N)
R b
a f (x) dx ṕı̌seme jen (N)

R b
a f .

Kv́ız www.menti.com 5803 3649 Necht’ a < b < c jsou ťri reálná č́ısla.

Necht’ f je funkce, která je newtonovsky integrovatelná na (a, b) i na
(b, c). Potom f je také newtonovsky integrovatelná na (a, c) a plat́ı

(N)
R b
a f + (N)

R c
b f = (N)

R c
a f .

https://www.menti.com/26v5abwgyh


Newtonův integrál a spojitost

Věta

Je-li funkce f : [a, b] ! R spojitá, pak (N)
R b
a f (x) dx existuje.

Důkaz

poťreba p̌redpokládat spojitost [a, b], spojitost f na (a, b) nezaručuje
existenci určitého integrálu

spojitost na [a, b] ani omezenost neńı nutná

https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn11-dukaz-newton-spoj.pdf
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Newtonův integrál a spojitost

Věta

Je-li funkce f : [a, b] ! R spojitá, pak (N)
R b
a f (x) dx existuje.

Důkaz

poťreba p̌redpokládat spojitost [a, b], spojitost f na (a, b) nezaručuje
existenci určitého integrálu

spojitost na [a, b] ani omezenost neńı nutná
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Metody výpočtu Newtonova integrálu

Věta (Per partes pro určitý integrál)

Necht’ f a g jsou dvě funkce spojité na [a, b]. Necht’ maj́ı f a g na (a, b)
primitivńı funkce F a G , které lze spojitě rozš́ı̌rit na [a, b]. Potom existuj́ı

oba určité integrály (N)
R b
a fG a (N)

R b
a Fg a plat́ı

(N)

Z b

a
fG = [FG ]

b
a � (N)

Z b

a
Fg .
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https://kam.mff.cuni.cz/~tereza/ma1-22/predn11-dukaz-per-partes-urc.pdf


Metody výpočtu Newtonova integrálu

pokud a < b, tak výraz (N)
R a
b f definujeme jako �(N)

R b
a f a

podobně [F ]
a
b polož́ıme rovno �[F ]

b
a

(N)
R b
b f := 0 pro libovolné b a f

vniťrek intervalu J = množina vniťrńıch bodů J, tj. otev̌rený interval

Věta (Substituce pro určitý integrál)

Necht’ ' : [↵,�] ! R je spojitá funkce, která má ve všech bodech

otev̌reného intervalu (↵,�) vlastńı derivaci. Označme

J := '((↵,�)) = {'(t); t 2 (↵,�)}. Ze spojitosti ' na [↵,�] plyne, že J

je omezený interval Necht’ f je funkce spojitá na J a newtonovsky

integrovatelná na vniťrku J. Potom

(N)

Z �

↵
f ('(t))'0

(t) dt = (N)

Z '(�)

'(↵)
f (x) dx ,

speciálně tedy levá i pravá strana existuje.

Kv́ız www.menti.com 2579 6946

https://www.menti.com/ythndb753t


Metody výpočtu Newtonova integrálu

Necht’ ' : [↵,�] ! R je spojitá funkce, která má ve všech bodech

otev̌reného intervalu (↵,�) vlastńı derivaci. Označme

J := '((↵,�)) = {'(t); t 2 (↵,�)}. Ze spojitosti ' na [↵,�] plyne, že J

je omezený interval. Necht’ f je funkce spojitá na J a newtonovsky

integrovatelná na vniťrku J. Potom

(N)

Z �

↵
f ('(t))'0

(t) dt = (N)

Z '(�)

'(↵)
f (x) dx ,

speciálně tedy levá i pravá strana existuje.

na pravé straně rovnosti nemuśı integračńı meze splňovat

'(↵) < '(�)
interval J může být otev̌rený, uzav̌rený, nebo polootev̌rený

nutno ově̌rit p̌redpoklady pro f na celém intervalu J, který může být

věťśı než interval ohraničený hodnotami '(↵) a '(�)
neńı nutné aby '(↵) a '(�) paťrily do J

pokud J obsahuje krajńı body, je v nich ťreba ově̌rit (jednostrannou)

spojitost f
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Riemannův integrál —
”
plocha pod grafem funkce“
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Riemanna suma

Definice (Riemanna suma)

Necht’ �1 < a < b < +1 jsou dvě reálná č́ısla. Konečná (k + 1)-tice

bodů D = (a0, a1, . . . , ak) z intervalu [a, b] je jeho děleńım, pokud

a = a0 < a1 < a2 < · · · < ak = b.

Tyto body děĺı interval [a, b] na intervaly Ii = [ai , ai+1]. Délku intervalu

označ́ıme pomoćı absolutńı hodnoty: |Ii | = ai+1 � ai a |[a, b]| = b � a.

Pro funkci f : [a, b] ! R a děleńı D = (a0, a1, . . . , ak) intervalu [a, b]
definujeme dolńı, respektive horńı, Riemannovu sumu jako

s(f ,D) =

k�1X

i=0

|Ii |mi , respektive S(f ,D) =

k�1X

i=0

|Ii |Mi ,

kde mi = inf{f (x); x 2 Ii} a Mi = sup{f (x); x 2 Ii}.
Tyto součty jsou vždy definované, s(f ,D) 2 R [ {�1} a

S(f ,D) 2 R [ {+1}.



Riemannův integrál

Definice (Horńı a dolńı Riemannův integrál)

Dolńı, respektive horńı, Riemann̊uv integrál funkce f na intervalu [a, b]
definujeme jako

Z b

a
f =

Z b

a
f (x) dx = sup{s(f ,D) : D je děleńı [a, b]},

respektive

Z b

a
f =

Z b

a
f (x) dx = inf{S(f ,D) : D je děleńı [a, b]}.

Tyto výrazy jsou vždy definované a
R b
a f ,

R b
a f 2 R⇤

= R [ {�1,+1}.



Riemannův integrál

Definice (Riemannův integrál)

Řekneme, že funkce f : [a, b] ! R má na intervalu [a, b] Riemann̊uv

integrál, p̌ŕıpadně že je riemannovsky integrovatelná, pokud

Z b

a
f (x) dx =

Z b

a
f (x) dx 2 R.

Tuto společnou konečnou hodnotu, když existuje, znač́ıme

Z b

a
f (x) dx =

Z b

a
f

a nazýváme Riemannovým integrálem funkce f na intervalu [a, b]. Tř́ıdu
všech riemannovsky integrovatelných funkćı označujeme

R[a, b] := {f : f je definovaná a riemannovsky integrovatelná na [a, b]}.



Vlastnosti Riemannova integrálu a sum

neomezená funkce neńı Riemannovsky integrovatelná

dolńı Riemannova suma je menš́ı nebo rovna horńı Riemannově sumě

téhož děleńı

Riemannův integrál (pokud existuje) lze shora odhadnout horńı a

zdola dolńı Riemannovou sumou
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