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Primitivńı funkce = neurčitý integrál

”
Jak z derivace zrekonstruovat původńı funkci?“

Definice

Necht’ �1  a < b  +1 a f : (a, b) ! R je daná funkce. Pokud má
funkce F : (a, b) ! R na (a, b) derivaci a ta se rovná f (x), tj.
F 0(x) = f (x) pro každé x 2 (a, b), řekneme, že F je na intervalu (a, b)
primitivńı funkćı k funkci f .



Jednoznačnost primitivńı funkce

Věta (Primitivńı funkce je jednoznačná až na konstantu)

Je-li F (x) primitivńı funkćı k f (x) na (a, b), je pro každé c 2 R funkce
F (x) + c také primitivńı k f (x) na (a, b). Naopak, jsou-li F (x) a G (x)
primitivńı k f (x) na (a, b), existuje konstanta c 2 R taková, že
F (x)� G (x) = c pro každé x 2 (a, b).

narozd́ıl od derivace tedy primitivńı funkce neńı určena jednoznačně

nedává smysl mluvit o primitivńı funkci v bodě
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Primitivńı funkce

Množina funkćı primitivńıch k f (x) se označuje symbolem integrálu

Z
f (x) dx .

Fakt, že F (x) je primitivńı funkćı k f (x) znač́ıme jako

Z
f (x) dx = F (x) + c ,

kde c je libovolná reálná konstanta. tableneatn'pine sprivné
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Primitivńı funkce a spojitost

pokud existuje, je primitivńı funkce vždy spojitá (na odpov́ıdaj́ıćım
intervalu) podle Věty o derivaci a spojitosti (diferencovatelná funkce
muśı být spojitá)
ne vždy ale primitivńı funkce existuje

spojitost neńı nutnou podḿınkou pro existenci primitivńı funkce

-0.6-0.6 -0.4-0.4 -0.2-0.2 0.20.2 0.40.4 0.60.6

-0.2-0.2

0.20.2

00

Sgax pi F je p f h squid
F'lol synto o

Fjealespit fig FAl fig synd 1

FI

f Fhenispoj u nude



Primitivńı funkce, spojitost, darbouxovskost

Věta (Spojitá funkce má primitivńı funkci)

Je-li I neprázdný otev̌rený interval a funkce f : I ! R je na I spojitá, pak
má f na I primitivńı funkci.

Věta (Funkce s primitivńı funkćı má Darbouxovu vlastnost)

Má-li funkce f : I ! R, kde I = (a, b) je otev̌rený interval, na I primitivńı
funkci, je obraz f (I ) též interval. Funkce f má tedy Darbouxovu vlastnost.
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Poč́ıtáńı primitivńıch funkćı

neexistuj́ı univerzálńı vzorečky :(

existuj́ı funkce, které sice primitivńı funkci maj́ı, ale neńı elementárńı,
tj. nelze ji vyjáďrit pomoćı dosud zavedených funkćı (jako konečnou
kombinaci polynomů, exponenciály, goniometrických funkćı a funkćı k

nim inverzńıch): nap̌r. 1

ln x , e
� x2

2 ,
p
1� x4, sin(x2)

Věta

Necht’ F je primitivńı funkćı k f a G je primitivńı ke g na intervalu I a
↵,� 2 R. Pak je funkce ↵F + �G na intervalu I primitivńı k ↵f + �g .
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Substituce

Věta (O substituci)

Bud’te dány funkce ' : (↵,�) ! (a, b) a f : (a, b) ! R, p̌ričemž ' má na
(↵,�) vlastńı derivaci. Necht’ je funkce F : (a, b) ! R na intervalu (a, b)
primitivńı k funkci f . Pak na intervalu (↵,�) plat́ı, že

Z
f ('(t)) · '0(t) dt = F ('(t)) + c .
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Integrace per partes

Věta (Integrace per partes)

Necht’ jsou funkce f a g spojité na intervalu (a, b) a funkce F a G jsou k
nim na (a, b) primitivńı. Potom i funkce fG a Fg maj́ı na (a, b) primitivńı
funkce a na (a, b) plat́ı identita

Z
f (x)G (x) dx +

Z
F (x)g(x) dx = F (x)G (x) + c ,

tj. součet funkce primitivńı k fG a funkce primitivńı k Fg je až na aditivńı
konstantu roven funkci FG .

Důkaz
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Př́ıklad integrace per partes
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Př́ıklad integrace per partes

In =

Z
dx

(1 + x2)n
.
Sfg dx
In aretanxt c

it i
In t fan fx It an dx
In Gyu 2nSftp ftp.ndx

In Intl

In Gynt2n In In n In aunty t 11 f In



Integrace racionálńıch funkćı

Definice

Racionálńı funkce je funkce, kterou lze vyjáďrit jako pod́ıl dvou polynomů
(p̌ričemž polynom ve jmenovateli neńı identicky nulový).

Věta

Primitivńı funkci každé racionálńı funkce lze vyjáďrit pomoćı elementárńıch
funkćı, konkrétně racionálńıch funkćı, logaritmu a arkustangens.

racionálńı funkci lze vždy rozložit na takzvané parciálńı zlomky, a t́ım
hledáńı primitivńı funkce racionálńı funkce v́ıceméně zredukovat na
výpočet primitivńıch funkćı racionálńıch funkćı v následuj́ıćım tvaru:

1

(x � c)k
k 2 N, c 2 R a

1

(x2 + 1)k
k 2 N.


