
Kuûelose�ky a kvadriky

[Wiki:] „Kuûelose�ka je rovinná k�ivka,
která vznikne jako pr�nik roviny s rota�ní kuûelovou plochou“

Obr: en.wikipedia.org/wiki/Conic_section
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Kuûelose�ky a kvadriky
Definice: Kuûelose�ka je mnoûina �eöení homogenní rovnice s

reáln˝m polynomem stupn� dva ve dvou prom�nn˝ch, neboli:

{x œ R2
: a1,1x2

1 + a1,2x1x2 + a2,2x2
2 + b1x1 + b2x2 + c = 0}

Vlevo: (x ≠ 2)
2

+ 4(y ≠ 2)
2

= 16 . . . elipsa

Vpravo: 2x2 ≠ 8xy + 8y2
+ (8

Ô
5 ≠ 4)x ≠ (16

Ô
5 + 2)y + 50 = 0

. . . elipsa ? parabola ? hyperbola

Obr: www.geogebra.org/graphing

Stejná rovnice zapsaná pomocí matice A œ R2◊2
a vektoru b œ R2

:

xT Ax + bT x + c = 0

(Bu� volíme a2,1 = 0 nebo koeficient u x1x2 rozd�líme symetricky.)

Definice: Pro matici A œ Rd◊d
, vektor b œ Rd

a skalár c œ R
je kvadrika mnoûina {x œ Rd

: xT Ax + bT x + c = 0}.

V nedegenerovaném p�ípad�

dostaneme (d≠1)-dimenzionál-

ní plochu v prostoru dimenze d .

x2
1 + 3x2

2 ≠ x2
3

+ x1x2 + x1x3 + 4x2x3
+ 4x1 + 5x2 + 3x3 + 3 = 0

Obr: www.math3d.org
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Aplikace

I pohyb planet v astronomii — elipsy

I konstrukce optick˝ch zrcadel a mikrofon�

— parabolické plochy

I lineární programování — elipsoidová metoda

I fyzika — v˝po�et nap�tí uvnit� t�lesa nebo

popis rota�ního pohybu tuh˝ch t�les (nap�. gyroskopy)

I statistika — anal˝za hlavních komponent nap�. pro sníûení

velikosti velk˝ch soubor� dat bez v˝znamné ztráty dat

I informatika — rozpoznávání vzor�, neuronové sít�

I elektronika — návrh a anal˝za chování obvod�

I aritmetika, teorie �ísel, . . .



Transformace kvadriky
I Dána xT Ax + bT x + c = 0 se symetrickou A v��i bázi X .

I Najdeme bázi Y , aby [id ]Y ,X byla unitární

a AÕ
= [id ]

T
Y ,X A[id ]Y ,X byla diagonální.

I Provedeme (první) substituci x = [id ]Y ,X y , �ímû dostaneme

yT AÕy + bÕT y + c Õ
= 0 pro bÕ

= [id ]Y ,X b a c = c Õ
.

Geometricky jde o izometrii, �ili nato�ení systému sou�adnic.

I Pro kaûdé aÕ
i ,i ”= 0 nahradíme (podruhé) yi = zi ≠ bÕ

i
2aÕ

i,i
.

Jde o takov˝ posun po�átku sou�adnicového systému, ûe

aÕ
i ,iy2

i + bÕ
iyi = aÕ

i ,i
1
zi ≠ bÕ

i
2aÕ

i,i

22
≠ bÕ

i
1
zi ≠ bÕ

i
2aÕ

i,i

2
= aÕ

i ,iz2
i ≠ bÕ

i
2

4aÕ
i,i

�ili nenulové kvadratické �leny pohltí své lineární �leny.

Dostaneme zT AÕÕz + bÕÕT z + c ÕÕ
= 0 kde AÕÕ

= AÕ
,

bÕÕ
i =

I
0 pro aÕÕ

i ,i ”= 0

bÕ
i pro aÕÕ

i ,i = 0
a c ÕÕ

= c Õ ≠
ÿ

aÕÕ
i,i ”=0

b2
i

4ai ,i
.

I Nyní snáze odvodíme tvar, osy, st�ed a dalöí parametry.



Ukázka transformace

2x2
1 ≠ 8x1x2 + 8x2

2 + (8
Ô

5 ≠ 4)x1 ≠ (16
Ô

5 + 2)x2 + 50 = 0

Diagonalizujeme matici

A
2 ≠4

≠4 8

B

pro nalezení nové báze.

V˝sledná parabola: 10z2
1 ≠ 2

Ô
5z2 + 10 = 0

(Jeöt� lze provést svisl˝ posun do po�átku.)



Ukázka transformace

T�eba pouûít ortonormální [id ]Y ,X =

Q

a
1Ô
5

2Ô
5

≠ 2Ô
5

1Ô
5

R

b,

abychom provedli pouze izometrii (rotaci os)

V˝sledná parabola: 10z2
1 ≠ 2

Ô
5z2 + 10 = 0

(Jeöt� lze provést svisl˝ posun do po�átku.)



Ukázka transformace

10y2
1 ≠ 2

Ô
5y2 + 40y1 + 50 = 0

Provedeme substituci y1 = z1 ≠ 2, y2 = z2 (horizontální posun)

V˝sledná parabola: 10z2
1 ≠ 2

Ô
5z2 + 10 = 0

(Jeöt� lze provést svisl˝ posun do po�átku.)



Ukázka transformace

V˝sledná parabola: 10z2
1 ≠ 2

Ô
5z2 + 10 = 0

(Jeöt� lze provést svisl˝ posun do po�átku.)


