Bilinearni a kvadratické formy

Definice: Necht V' je vektorovy prostor nad télesem K a necht
zobrazeni f : V x V — K splnuje:

» Yu,ve V. VaecK: f(au,v) = f(u,av) = af (u, v)
» Vuv,we V:f(u+v,w)="Ff(uw)+ f(v,w)
» Vuv,we V:f(uv+w)="~f(uv)+f(u w)

Poté se f nazyva bilinearni forma na V.
Bilinearni forma je symetricka, kdyz Vu,v € V : f(u,v) = f(v, u).

Zobrazeni g : V — K se nazyva kvadraticka forma, pokud existuje
bilinedrni forma f takova, ze g(u) = f(u, u) pro vsechny u € V.
Priklady: Kazdy skalarni soucin na prostoru nad R, ale ne nad ClI
Pro V = Z2 biline4rni forma:

f(u,v) =uivi +2u1vo 4+ 4upvi + 3upvp

Odpovidajici kvadratickad forma:

g(u) =f(u,u) = vru; +2uiup +4upuy + 3upur = u% + U U + 3u§



Matice forem

Definice: Necht V' je vektorovy prostor nad télesem K s bazi
X=(v1,...,Vp). f X je
matice B definovani b,',j = f(V,', VJ').

g je matice symetrické bilinearni formy f
odpovidajici g, pokud takova symetricka f existuje.

Ptiklad: Pro V = Zz2 a kanonickou bazi K m4 bilinedrni forma
f(u,v) = uivi + 2uivo 4+ 4upvi + 3upvp matici B = (1 2)

4 3
a g(u) = u? + uup + 3u5 ma matici B = (é g)
Na V = Z3 odpovida kvadratické formé& g(u) = ujuo napf.
0 1

bilinedrni forma s matici B = (O 0

) ale zadna symetricka.



Matice forem

Definice: Necht V' je vektorovy prostor nad télesem K s bazi

X =(vi,...,vy). Matice bilinearni formy f vzhledem k bazi X je
matice B definovani b,',j = f(V,', VJ').

Matice kvadraticke formy g je matice symetrické bilinearni formy f
odpovidajici g, pokud takova symetricka f existuje.

Pozorovani: b; j = f(v;, vj) = %(g(vi + Vj) —g(vj) — g("j))
Dikaz: g(vi + vj) = f(vi + vj, vi + v)

= (v, vi)+ f(vi,v;) + f(vj, vi) + (v}, v))
g(vi+v;) —g(vi) — g(v;) = f(vi, vj) + (v}, vi)

Pozorovani: Pouziti matic forem:
f(u,w) = [u]}Blw]x, g(u)=[u]iB[u]x.

Dikaz: Kdyz u= ) ajvi a w = ) bjv;, pak
i=1 j=1
ajVvi, > ijj> = > 3 aif(vi,vj)b; = [u]l B[w]x
1 j=1 i=1j=1

fu,w) = f<

n

/



Pozorovani: Necht B je matice b/k formy vzhledem k bazi X.
Potom [id] ! B[id]yx je matice stejné formy vzhledem k Y.

ijkaZZ [U]X — [id]yx[u]y, [W]X — [id]yx[W]y,
f(u,w) = [u]x Blw]x = ([id]vx[u]y) Blid]yx[w]y
= [u]y[id]yx Blid]yx[w]y.

Definice: bilinearni formy f nad K” s matici B
je homogenni polynom

F((x1, ... ,Xn)T, (y1,... ,yn)T) = ZZ bi jxiy;

i=1 j=1

... analogicky pro kvadratické formy a/nebo vzhledem k bazi X.



Diagonalizace forem

Véta: Pokud je g kvadraticka forma na vektorovém prostoru V
konec¢né dimenze n nad télesem K jiné charakteristiky nez 2, pak
méa forma g diagonalni matici B vzhledem k vhodné bazi X.

(plati i pro symetrické bilinearni formy)

Preformulovano z hlediska matic:
Véta: Pro jakoukoli symetrickou matici A € K"*" s char(K) # 2
existuje regularni matice R takova, ze R" AR je diagonalnf.

Porovnejte s diagonalizaci symetrickych matic

linedrnich zobrazeni — tam R miize byt dokonce
R" =R ! tedy R"TAR = R 'AR.

Priklad: Matici formy (1) (1) nelze diagonalizovat nad Zo,

1 1 0 1 1 1 2 0
sensizaie (1) (0 D) (1)< (3 )



Véta: Pro jakoukoli symetrickou matici A € K"*" s char(K) # 2
existuje regularni matice R takova, ze RAR' je diagonalni.

Dikaz: Indukci podle n. al al
Oznacme A=A, = ~
al A
1 | o’
Kdyz oo # 0 volime P, = 1]
T a n—1
. 1 | o7 ||a|a’ 1 | of
Pak P,A, P! = ~
nAnl p _éa I, 4 al A —éa l,_1
Q a’ 1 o’ al| 0
10 —%aaT—l—Z\ | —éa l,.i| |0|A,_1

kde A,_1 = A — éaaT je symetricka.



Véta: Pro jakoukoli symetrickou matici A € K"*" s char(K) # 2
existuje regularni matice R takova, ze RAR' je diagonalni.

Dikaz: Indukci podle n. ol al
Oznacme A=A, = -
al A
1 | of al 0
Kdyz o # 0 volime P, =| | . Pak P,A,P = ,
o9 In—1 A,_1
kde A,_1 je symetricka. Dle indukcniho 1| oT
predpokladu existuje R,_1 pro A,_1. Zvolime R, = ol R - P,
n—1
o’ 1] o'
Pak RnAanT — -PnAnPnT- T
Rn_]_ O Rn—l
OT
— je diagonalni.
Ry 1A, RT | 175080




Véta: Pro jakoukoli symetrickou matici A € K"*" s char(K) # 2
existuje regularni matice R takova, ze RAR' je diagonalni.

Dikaz: Indukci podle n. ol al
Oznacme A=A, = -
al A
1 | of al 0
Kdyz o« # 0 volime P, = . . Pak P,A,P =
—=a|l, 1 0| A1
kde A,_1 je symetricka. Dle indukcniho 1| oT
predpokladu existuje R,_1 pro A,_1. Zvolime R, = ol R - P,
n—1
Potom R,A,R' je diagonalni.



Véta: Pro jakoukoli symetrickou matici A € K"*" s char(K) # 2
existuje regularni matice R takova, ze RAR' je diagonalni.

Dikaz: Indukci podle n. ol al
Oznacme A=A, = -
al A
1 | of al| 07
Kdyz o # 0 volime P, =| | . Pak P,A,P = ,
—=a|l, 1 0| A1
kde A,_1 je symetricka. Dle indukcniho 1| oT
predpokladu existuje R,_1 pro A,_1. Zvolime R, = ol R - P,
n—1
Potom R,A,R' je diagonalni.

Pokud oo = 0, ale a # 0, pak a;1 # 0 pro néjaké /. Pouzijeme
elementarni matici E pro pricteni i-tého radku k prvnimu.
Vezmeme A’ = EAE'T namisto A. Protoze o/ = 2a;1 # 0,
mizeme postupovat jako v predchozim pripadu.

1] of
0 Rn—l.

Kdy? « =0a a=0, pak vezmeme A,_; =Aa R, =




Sylvesterliv zakon setrvacnosti

Véta: Kazda kvadraticka forma na konecné generovaném realném

vektorovém prostoru ma vzhledem k vhodné bazi diagonalni matici
pouze s 1, —1 a 0. Vsechny takové diagonalni matice odpovidajici
téze formé maji stejny pocet 1 a stejny pocet —1.

Ptiklad: g : R> — R dana B = g _33 vzhledem ke K.
Matice g vzhledem k bazi: X = {(5,3)7,(—3%,3)"} je
. 2 1\ /g 2
B' = [idxx Blidlxk = | % 3 ; :
3 3 3
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Sylvesteriiv zakon setrvacnosti

Véta: Kazda kvadraticka forma na konecné generovaném
vektorovém prostoru ma vzhledem k vhodné bazi diagonalni matici
pouze s 1, —1 a 0. VSechny takové diagonalni matice odpovidajici
téze formé maji stejny pocet 1 a stejny pocet —1.

Dikaz:

1. Existence: Necht B je matici formy vzhledem k néjaké bazi X.
Realné symetrické matice Ize diagonalizovat, neboli

B = R" DR pro regularni R. (—0 d . =0. s =1
Rozlozime D =S"D'S, kde dij{ >0 d/, =1, s;=./d;,
<0 di;=-15,=/—di,

Nyni je SR regularni a B = (SR)' D'SR.

/Zvolime bazi Y tak, ze souradnice vektortl Y vzhledem k X jsou
sloupce SR, tzn. [id]yx = SR a také [id]xy = (SR)1.

Nyni [id] fy Blid]xy = ((SR)™1)T(SR)" D'SR(SR)™! = D’

je hledand diagonalni matice formy.



2. Jednoznacnost poctu 1, —1 (a tedy také 0):

Necht X = (uy,...,u,), Y = (vi,...,Vv,) jsou dvé baze t.z.
odpovidajici matice B a B’ formy g jsou diagondlnis 1, —1 a0
usporadanymi tak, ze nejdrive jsou 1, potom —1 a 0 jsou posledni.

Protoze souciny s regularnimi maticemi [id]xy neméni hodnost:
#0v B =n—rank(B) =n—rank(B') =#0v B’

Necht r = #1 v B, s = #1 v B’. Pokud r > s, pak uvazme
podprostory L(uy,...,u,) a L(Vsi1,...,V,). Souet jejich dimenzi
r +n — s presahuje n, maji tedy netrivialni prinik.

Zvolme w € (L(uy,...,u) N L(Vsy1,...,V,)) \ O, tedy

[W]X = (Xl,...,Xr,O,...,O)T, [W]y — (O,...,O,ys+1,...,yn)T.
Nyni g(w) = [w]B[w]x = xf + -+ x2 > 0 (> plyne z w # 0),
ale g(w) = [w]yB'[w]y = —y2; —...— yénk(B,) < 0, spor.
Dostdvdme r # s. Symetricky téz s % r, a proto r = s.



Poznamky

Pozorovani: Formy s pozitivné definitnimi maticemi jsou
ty, které Ize diagonalizovat na /,.
— porovnejte s Choleského faktorizaci A= U"U = UTI,U.

Pozorovani: Analogicka véta pro formy
(jiné matice nez hermitovské!) dava diagonalni matice s 1 a 0 na

diagonale; vCetné setrvaCnosti.



