
Bilineární a kvadratické formy
Definice: Nech� V je vektorov˝ prostor nad t�lesem K a nech�

zobrazení f : V ◊ V æ K spl�uje:

I ’u, v œ V , ’a œ K : f (au, v) = f (u, av) = af (u, v)

I ’u, v , w œ V : f (u + v , w) = f (u, w) + f (v , w)

I ’u, v , w œ V : f (u, v + w) = f (u, v) + f (u, w)

Poté se f naz˝vá bilineární forma na V .

Bilineární forma je symetrická, kdyû ’u, v œ V : f (u, v) = f (v , u).

Zobrazení g : V æ K se naz˝vá kvadratická forma, pokud existuje

bilineární forma f taková, ûe g(u) = f (u, u) pro vöechny u œ V .

P�íklady: Kaûd˝ skalární sou�in na prostoru nad R, ale ne nad C!

Pro V = Z2
5, bilineární forma:

f (u, v) = u1v1 + 2u1v2 + 4u2v1 + 3u2v2
Odpovídající kvadratická forma:

g(u) = f (u, u) = u1u1 + 2u1u2 + 4u2u1 + 3u2u2 = u2
1 + u1u2 + 3u2
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Matice forem
Definice: Nech� V je vektorov˝ prostor nad t�lesem K s bazí

X = (v1, . . . , vn). Matice bilineární formy f vzhledem k bázi X je

matice B definovaná bi ,j = f (vi , vj).

Matice kvadratické formy g je matice symetrické bilineární formy f
odpovídající g , pokud taková symetrická f existuje.

P�íklad: Pro V = Z2
5 a kanonickou bázi K má bilineární forma

f (u, v) = u1v1 + 2u1v2 + 4u2v1 + 3u2v2 matici B =

A
1 2

4 3

B

a g(u) = u2
1 + u1u2 + 3u2

2 má matici B =

A
1 3

3 3

B

Na V = Z2
2 odpovídá kvadratické form� g(u) = u1u2 nap�.

bilineární forma s maticí B =

A
0 1

0 0

B

ale ûádná symetrická.

Pozorování: bi ,j = f (vi , vj) =
1
2(g(vi + vj) ≠ g(vi) ≠ g(vj))

D�kaz: g(vi + vj) = f (vi + vj , vi + vj)

= f (vi , vi) + f (vi , vj) + f (vj , vi) + f (vj , vj)

g(vi + vj) ≠ g(vi) ≠ g(vj) = f (vi , vj) + f (vj , vi)

Pozorování: Pouûití matic forem:

f (u, w) = [u]
T

X
B[w ]X , g(u) = [u]

T

X
B[u]X .

D�kaz: Kdyû u =
nq

i=1
aivi a w =

nq
j=1

bjvj , pak

f (u, w) = f
3

nq
i=1

aivi ,
nq

j=1
bjvj

4
=

nq
i=1

nq
j=1

ai f (vi , vj)bj = [u]
T

X
B[w ]X
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Pozorování: Nech� B je matice b/k formy vzhledem k bázi X .

Potom [id ]
T

YX
B[id ]YX je matice stejné formy vzhledem k Y .

D�kaz: [u]X = [id ]YX [u]Y , [w ]X = [id ]YX [w ]Y ,

f (u, w) = [u]
T

X
B[w ]X = ([id ]YX [u]Y )

T B[id ]YX [w ]Y

= [u]
T

Y
[id ]

T

YX
B[id ]YX [w ]Y .

Definice: Analytické vyjád�ení bilineární formy f nad Kn
s maticí B

je homogenní polynom

f ((x1, . . . , xn)
T , (y1, . . . , yn)

T
) =

nÿ

i=1

nÿ

j=1
bi ,jxiyj

. . . analogicky pro kvadratické formy a/nebo vzhledem k bázi X .



Diagonalizace forem
V�ta: Pokud je g kvadratická forma na vektorovém prostoru V
kone�né dimenze n nad t�lesem K jiné charakteristiky neû 2, pak

má forma g diagonální matici B vzhledem k vhodné bázi X .

(platí i pro symetrické bilineární formy)

P�eformulováno z hlediska matic:

V�ta: Pro jakoukoli symetrickou matici A œ Kn◊n
s char(K) ”= 2

existuje regulární matice R taková, ûe RT AR je diagonální.

Porovnejte s diagonalizací symetrick˝ch reáln˝ch matic

lineárních zobrazení — tam R m�ûe b˝t dokonce ortogonální :

RT
= R≠1

, tedy RT AR = R≠1AR.

P�íklad: Matici formy

A
0 1

1 0

B

nelze diagonalizovat nad Z2,

ale nad Z3 lze:

A
1 1

1 2

B A
0 1

1 0

B A
1 1

1 2

B

=

A
2 0

0 1

B



V�ta: Pro jakoukoli symetrickou matici A œ Kn◊n
s char(K) ”= 2

existuje regulární matice R taková, ûe RART
je diagonální.

D�kaz: Indukcí podle n.

Ozna�me A = An =

– aT

a Ã
.

Kdyû – ”= 0 volíme Pn =

1 0T

≠ 1
–a In≠1

.

Pak PnAnPT
n =

1 0T

≠ 1
–a In≠1

·
– aT

a Ã
·

1 0T

≠ 1
–a In≠1

=

– aT

0 ≠ 1
–aaT

+ Ã
·

1 0T

≠ 1
–a In≠1

=

– 0T

0 An≠1

kde An≠1 = Ã ≠ 1
–aaT

je symetrická.

kde An≠1 je symetrická. Dle induk�ního

p�edpokladu existuje Rn≠1 pro An≠1. Zvolíme Rn =

1 0T

0 Rn≠1
· Pn

Potom RnAnRT
n je diagonální.

Pokud – = 0, ale a ”= 0, pak ai ,1 ”= 0 pro n�jaké i . Pouûijeme

elementární matici E pro p�i�tení i-tého �ádku k prvnímu.

Vezmeme AÕ
= EAET

namísto A. Protoûe –Õ
= 2ai ,1 ”= 0,

m�ûeme postupovat jako v p�edchozím p�ípadu.

Kdyû – = 0 a a = 0, pak vezmeme An≠1 = Ã a Rn =

1 0T

0 Rn≠1
.
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P�íklad: K = Z3, A3 =

Q

a
2 2 1

2 0 2

1 2 1

R

b, – = 2, P3 =

Q

a
1 0 0

2 1 0

1 0 1

R

b,

A2 = Ã ≠ 1
– aaT

=

3
0 2

2 1

4
≠ 1

2

3
2

1

4
(2, 1) =

3
1 1

1 2

4
, R2 =

3
1 0

2 1

4
,

R3 =

Q

a
1 0 0

0 1 0

0 2 1

R

b

Q

a
1 0 0

2 1 0

1 0 1

R

b =

Q

a
1 0 0

2 1 0

2 2 1

R

b, R3A3RT

3 =

Q

a
2 0 0

0 1 0

0 0 1

R

b
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1 0T

0 Rn≠1
.



Sylvester�v zákon setrva�nosti
V�ta: Kaûdá kvadratická forma na kone�n� generovaném reálném
vektorovém prostoru má vzhledem k vhodné bázi diagonální matici

pouze s 1, ≠1 a 0. Vöechny takové diagonální matice odpovídající

téûe form� mají stejn˝ po�et 1 a stejn˝ po�et ≠1.

P�íklad: g : R2 æ R daná B =

A
0 3

3 ≠3

B

vzhledem ke K .

Matice g vzhledem k bázi: X = {(
2
3 , 1

3)
T , (≠1

3 , 1
3)

T } je

BÕ
= [id ]

T

XK B [id ]XK =

A 2
3

1
3

≠1
3

1
3

B A
0 3

3 ≠3

B A2
3 ≠1

3
1
3

1
3

B

=

A
1 0

0 ≠1

B

6x1x2 ≠ 3x2
2 x2

1 ≠ x2
2



Diagonalizované kvadratické formy R2 æ R

0 x2
1 ≠x2

1

x2
1 + x2

2 x2
1 ≠ x2

2 ≠x2
1 ≠ x2

2

(se�azeno podle hodnosti a poté 1 p�ed ≠1)



Sylvester�v zákon setrva�nosti
V�ta: Kaûdá kvadratická forma na kone�n� generovaném reálném
vektorovém prostoru má vzhledem k vhodné bázi diagonální matici

pouze s 1, ≠1 a 0. Vöechny takové diagonální matice odpovídající

téûe form� mají stejn˝ po�et 1 a stejn˝ po�et ≠1.

D�kaz:

1. Existence: Nech� B je maticí formy vzhledem k n�jaké bázi X .

Reálné symetrické matice lze diagonalizovat, neboli

B = RT DR pro regulární R.

Rozloûíme D = ST DÕS, kde di ,i

Y
__]

__[

= 0 d Õ
i ,i = 0. si ,i = 1

> 0 d Õ
i ,i = 1, si ,i =

di ,i

< 0 d Õ
i ,i = ≠1, si ,i =


≠di ,i

Nyní je SR regulární a B = (SR)
T DÕSR.

Zvolíme bázi Y tak, ûe sou�adnice vektor� Y vzhledem k X jsou

sloupce SR, tzn. [id ]YX = SR a také [id ]XY = (SR)
≠1

.

Nyní [id ]
T

XY
B[id ]XY = ((SR)

≠1
)
T

(SR)
T DÕSR(SR)

≠1
= DÕ

je hledaná diagonální matice formy.



2. Jednozna�nost po�tu 1, ≠1 (a tedy také 0):

Nech� X = (u1, . . . , un), Y = (v1, . . . , vn) jsou dv� báze t.û.

odpovídající matice B a BÕ
formy g jsou diagonální s 1, ≠1 a 0

uspo�ádán˝mi tak, ûe nejd�íve jsou 1, potom ≠1 a 0 jsou poslední.

Protoûe sou�iny s regulárními maticemi [id ]XY nem�ní hodnost:

#0 v B = n ≠ rank(B) = n ≠ rank(BÕ
) = #0 v BÕ

.

Nech� r = #1 v B, s = #1 v BÕ
. Pokud r > s, pak uvaûme

podprostory L(u1, . . . , ur ) a L(vs+1, . . . , vn). Sou�et jejich dimenzí

r + n ≠ s p�esahuje n, mají tedy netriviální pr�nik.

Zvolme w œ (L(u1, . . . , ur ) fl L(vs+1, . . . , vn)) \ 0, tedy

[w ]X = (x1, . . . , xr , 0, . . . , 0)
T

, [w ]Y = (0, . . . , 0, ys+1, . . . , yn)
T

.

Nyní g(w) = [w ]
T

X
B[w ]X = x2

1 + · · · + x2
r > 0 (> plyne z w ”= 0),

ale g(w) = [w ]
T

Y
BÕ

[w ]Y = ≠y2
s+1 ≠ . . . ≠ y2

rank(BÕ) Æ 0, spor.

Dostáváme r ”> s. Symetricky téû s ”> r , a proto r = s.



Poznámky

Pozorování: Formy s reáln˝mi pozitivn� definitními maticemi jsou

ty, které lze diagonalizovat na In.

— porovnejte s Choleského faktorizaci A = UHU = UT InU.

Pozorování: Analogická v�ta pro komplexní symetrické formy

(jiné matice neû hermitovské!) dává diagonální matice s 1 a 0 na

diagonále; v�etn� setrva�nosti.


