Ortogonalni projekce

Definice: Necht W je prostor se skalarnim soucinem a

V' je jeho podprostor s ortonormalni bazi Z = (vy, ..., v,).
n

Zobrazeni pz : W — V definované pz(u) = > (u|vj)v; je
|—

ortogonalni projekce W na V. N

Vs W:R?)
Priklad:
WV
pz(u)
B V = R?
Vo V1



Pozorovani: Ortogonalni projekce je linedrni zobrazeni.

pz(au) = é(au|v,->v,- = _:il alulvi)v; = a _:il<u\v,->v,- = apz(u)
pz(u+w) = 3 (u+ wivi)vi = 3 ((ulvi) + (w]u))vi =

S (ulvidvi + 3 (wlvi)vi = pz(u) + pz(w)



Pozorovani: Ortogonalni projekce je linedrni zobrazeni.

Lemma: Necht p7 je ortogonalni projekce W na V/, potom
u— pz(u) L v; pro kazdé v; € Z.




Projekce a vzdalenost

Pozorovani: Vektor pz(u) je vektor z V = L(Z), ktery je
nejblizsi k u v tom smyslu, ze minimalizuje ||u — pz(u)||.

Dikaz: Pro w € V, w # pz(u)

vezméme a = u — pz(u), w a=u— pz(u)
il N

Protoze b € V, mame (a|b) = 0.

yni: |[u — wl[ = [|a+ b| atb
:\/(a+b\a+b> P
= v/(ala) + (a|b) + (b|a) + (b|b) - 2N
= %(a > (b|b) Vo
> w

a H = Hu—pz( )|

Disledek: Zobrazeni py nezavisi na volbé baze 7.



Priblizné reSeni neresitelnych soustav

Pozorovani: Vektor pz(u) je vektor z V = L(Z), ktery je
nejblizsi k u v tom smyslu, ze minimalizuje ||u — pz(u)||.

Pokud soustava Ax = b nema feSeni, tj. kdyz b ¢ S(A),
pak mizeme promitnout b do S(A) a ziskat b’.

Soustava Ax = b’ ma nyni feSeni. V disledku pozorovani takové x
minimalizuje chybu ||b — b’|| = ||b — Ax]]|.

To je princip tzv.



Gram-Schmidtova ortonormalizace

Algoritmus, ktery prevede
libovolnou bazi (uq,...u,)
prostoru V se skalarnim sou-
cinem na ortonormalni bazi

(vi,...vp):




Gram-Schmidtova ortonormalizace — ukazka

(2,1,2)7




Gram-Schmidtova ortonormalizace — ukazka

uz = (2,1,2)7




Gram-Schmidtova ortonormalizace — ukazka

fori=1,....n do
i—1 T

wi = uj — Y (ui|vj)v;

j=1

Wi

il




Gram-Schmidtova ortonormalizace — ukazka

fori=1,....,n do Wo = V> \/u2
i—1 A
j=1
R | .
Y Tl |
end o |
Vi
| = 2

wr = ur — (u|vy)vy = (1,1,0)" —1-(1,0,0)" =(0,1,0)"
vo = —-wp = 1(0,1,0)" =(0,1,0)7

[lwa|



Gram-Schmidtova ortonormalizace — ukazka

| = 3:
w3y = u3 — (u3|vy)vi — (u3|vo)vo =

=(2,1,2)" —2-(1,0,0)" —1-(0,1,0)" =(0,0,2)"
v3 = w3 = 3(0,0,2)7 = (0,0,1)7

|| w3




Gram-Schmidtova ortonormalizace — jiné poradi

u; = (2,1,2)7

ﬂ 0 /'on/ Wfﬂaé/ S V@}m//@ %rlom }Wﬁfyl ,’




Gram-Schmidtova ortonormalizace — jiné poradi




Gram-Schmidtova ortonormalizace — jiné poradi




Gram-Schmidtova ortonormalizace — jiné poradi




Gram-Schmidtova ortonormalizace

Algoritmus, ktery prevede fori=1,...,n do
libovolnou bazi (uy,...u,) =

Lo L. wi =ui — ) (ui|v))y;
prostoru V' se skalarnim sou- j=1
cinem na ortonormalni bazi 2. v, = ”Tl_”w,-

I

(V]_,...Vn): end
Spravnost:

» Diky 1. a predchozimu lemmatu: w; L v; pro kazde j < 1,
odtud v; L vj pro j # i

> Diky 2.: [|vj|| = Hmw,-

_ il _

[|wi]

» Diky lemmatu o vyméné:
E(Vlj « ooy VI—17 ul) p— £(|/]_7 « ooy ‘/I_]_7 WI) p— £(|/17 Ceey vl)

Disledek: Necht V' je podprostor prostoru W se skalarnim
souCinem. Kazdou ortonormalni bazi podprostoru V' lze rozsirit na
ortonormalni bazi prostoru W.



Linearni zobrazeni, které zachovavaji skalarni soucin

Definice: Linearni zobrazeni f mezi prostory V' a W je isometrie,
pokud zachovava skalarni soucin, neboli (u|w) = (f(u)|f(w)).

Priklad: ldentita zachovava vektory, tedy i skalarni soucin.
T
1_ (1 3
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Linearni zobrazeni, které zachovavaji skalarni soucin

Definice: Linearni zobrazeni f mezi prostory V' a W je isometrie,
pokud zachovava skalarni soucin, neboli (u|w) = (f(u)|f(w)).

Priklad: Osova soumérnost zachovava skalarni soucin.




Linearni zobrazeni, které zachovavaji skalarni soucin

Definice: Linearni zobrazeni f mezi prostory V' a W je isometrie,
pokud zachovava skalarni soucin, neboli (u|w) = (f(u)|f(w)).

Véta: Linearni zobrazeni mezi prostory V a W je izometrie prave
kdyz zachovava souvisejici normu, tj. ||u|| = ||f(u)l].
Dikaz: Protoze norma zavisi na skalarnim soucinu, mame =-.
< porovnejme:

lu+aw|? = [[u]]® + a(wlu) + aAulw) + a3|lwl?

| ] |

| (u+ aw)| | =[f(u)[|* + a(f(w)|f(u)) + 3(f (u)|f(w)) + aa]|f (w)]|?
pro a =1 mame: (w|u) + (u|w) = (f(w)|f(u)) + (f(u)|f(w))
pro a = i mame: (w|u) — (ulw) = (f(w)|f(u)) — (f(u)|f(w))

= (ulw) = {f(u)|f(w))



Maticova charakterizace bijektivnich izometrii

Véta: Necht V a W jsou prostory se skalarnim soucCinem konecné
dimenze a X, Y jsou jejich ortonormalni baze. Linearni zobrazeni
f .V — W je bijektivni izometrie, pravé kdyz [f]xy je unitarni.

Priklad:

Vsimnéte si, ze soucin unitarnich matic je unitarni.



Maticova charakterizace bijektivnich izometrii

Véta: Necht V a W jsou prostory se skalarnim soucCinem konecné
dimenze a X, Y jsou jejich ortonormalni baze. Linearni zobrazeni
f .V — W je bijektivni izometrie, pravé kdyz [f]xy je unitarni.

Dikaz: Linearni bijekce implikuje stejné dimenze a naopak.
ProtoZe X je ortonormalni: (u|w) = [w]{[u]x
ProtoZe Y je ortonormalni: (f(u)|f(w)) = [f(w)]{[f(u)]y

= [WIXTFIXy [Flxy [ulx
Véimnéte si, e maticova rovnost x 'y = x” Ay plati pro véechny
vhodné vektory x a y pouze v pripadé, je-li A jednotkova matice.

V nasem pripadé je f izometrie pokud
(w]¥[u]x = [wW]¥[f1%y [flxy[ulx plati pro véechna u a w,
coz plati pravé kdyz [f]%y[f]lxy = I, neboli je-li [f]xy unitarni.



Ortogonalni doplnék

Definice: Ortogonalni doplnék podmnoziny V' prostoru se skaldrnim
sou¢inem Wije Vi ={uc W :VveV: :ul v}

P¥iklad: T ‘JWW Iy /,%Jw i A;/M;pé o

V = U L 7 941,@7/ MWS%&V

W = R3
Pozorovani: Pokud U C V, pak U+ D V+.

Dikaz: VI ={uec W:Vve V:ulv}
C{ucW:VvelU:ulv)=U



Ortogonalni doplnék

Definice: Ortogonalni doplnék podmnoziny V' prostoru se skaldrnim
sou¢inem Wije Vi ={uc W :VveV: :ul v}

Priklad:

Pozorovani: Pokud U C V, pak U+ D V+.

Pozorovani: Kazdy ortogonalni doplnék je podprostorem V.

Dikaz: u | v = (au|v) = a{u|lv) =0 = (au) L v
uwlv=— (u+wlv)=(ulv)+ (wjv)=0—= (u+w) L v



Ortogonalni doplnék

Definice: Ortogonalni doplnék podmnoziny V' prostoru se skaldrnim
sou¢inem Wije Vi ={uc W :VveV: :ul v}

Priklad:

o ] i dhie
57} W Sh MM/

Pozorovani: Pokud U C V, pak U+ D V+.

Pozorovani: Kazdy ortogonalni doplnék je podprostorem V.
Pozorovani: Pro jakékoli V C W : VN V+ = {0}

Diikaz: Jestlize u € VN V+, pak (ulu) =0, tedy u = 0.



Pro prostory uréené matici: Ker(A) = (R(A))+

1 3 4 5 1 3 4 5
Pro realnou maticic A=12 6 3 O|~---~ 10 O 1 =2
3 9 15 9 O 0 0 O

Proto R(A) = £{(1,3,4,5)",(0,0,1,-2)"} = £{x!, x?},
a také Ker(A) = £{(-13,0,2,1)7,(-3,1,0,0)"} = £{y*, y?}.

Tvrzeni: Pro A € R™*" libovolné u € R(A) a v € Ker(A) spliuji
u | v vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu.

Priklad:

u=x!—-2x?>=(1,3,4,5)" —2(0,0,1,-2)" =(1,3,2,9)7
v=y'+3y?=(-13,0,2,1)" +3(-3,1,0,0)" =(-22,3,2,1)7
(ulv) =1-(=22)+3-3+2-2+9-1=0 4@@@%

(ulv) = (x! = 2x2|y! +3y?) ;!
— (xUy1) + 3(xt|y?) — 20x2|yt) — 6(x?[y?) {0/



Pro prostory uréené matici: Ker(A) = (R(A))+

1 3 4 5 1 3 4 5
Pro realnou maticic A=12 6 3 O|~---~ 10 O 1 =2
3 9 15 9 O 0 0 O

Proto R(A) = £{(1,3,4,5)",(0,0,1,-2)"} = £{x!, x?},
a také Ker(A) = £{(-13,0,2,1)7,(-3,1,0,0)"} = £{y*, y?}.

Tvrzeni: Pro A € R™*" libovolné u € R(A) a v € Ker(A) spliuji
u | v vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu.

Dikaz: Oznaéme x!, ..., x" bazi R(A), a podobn& y!, ... y" "
bazi Ker(A), kde r = rank(A)

Potom u = Z aix'av= Z bjy’ spliiuji
i=1 Jj=

<U‘V> = < Z dj X Z bjyj> = Zn: E”: a,-bj<x,-\yj> = 0.
I=1 j=1

i=1 =1




Vlastnosti ortogonalniho doplnku

Véta: Pro konecné generovany prostor W/ se skalarnim soucinem a
podprostor V plati: (V) =V a dim(V) 4+ dim(V+) = dim(W).




Vlastnosti ortogonalniho doplnku

Véta: Pro koneCné generovany prostor W se skalarnim soucinem a
podprostor V plati: (V) =V a dim(V) 4+ dim(V+) = dim(W).

Dikaz: Zvolime néjakou ortonormalni bazi X prostoru V a

doplnime ji na ortonormalni bazi Z prostoru WV.
Oznacme Y =Z\ X, X = (x1,...,x¢), Y = (¥1,---, ¥1).

Kazdé u € L(X) =V je kolmé ke kaidému veL(y):

(ulv) = (£ aix| 3 biy;) = 3= 3 aibylxly;) = 0
=1 Jj=1 =1 =1

protoze Z je ortonormalni baze. Proto £(Y) C V.

Nyni vezmé&me w € V- a uvazme [w]z. Protoze Z je
ortonormalni, koeficienty w vzhledem k Z jsou Fourierovy
koeficienty dané skalarnim soucinem w s prvky baze Z.
Protoze w € V-, mame (w|x;) = 0 pro kazdé x; € X, tedy
we L(Y),tj. VECLY), atedy V= L(Y).

Nyni: dim(V) 4 dim(V+) = | X| + |Y| = |Z| = dim(W)
ataké: (VH)L =L(Z\Y)=L(X)=V.



