
Ortogonální projekce

Definice: Nech� W je prostor se skalárním sou�inem a

V je jeho podprostor s ortonormální bazí Z = (v1, . . . , vn).

Zobrazení pZ : W æ V definované pZ (u) =
nq

i=1
Èu|viÍvi je

ortogonální projekce W na V .

P�íklad:

u

0

v1
v2

pZ (u)

pZ :

V = R2

W = R3

W V!

 



Pozorování: Ortogonální projekce je lineární zobrazení.

D�kaz:

pZ (au) =
nq

i=1
Èau|viÍvi =

nq
i=1

aÈu|viÍvi = a
nq

i=1
Èu|viÍvi = apZ (u)

pZ (u + w) =
nq

i=1
Èu + w |viÍvi =

nq
i=1

(Èu|viÍ + Èw |viÍ)vi =

nq
i=1

Èu|viÍvi +
nq

i=1
Èw |viÍvi = pZ (u) + pZ (w)

Lemma: Nech� pZ je ortogonální projekce W na V , potom

u ≠ pZ (u) ‹ vi pro kaûdé vi œ Z .

D�kaz:

Èu ≠ pZ (u)|viÍ =
e
u ≠

nq
j=1

Èu|vjÍvj

---vi

f
=

Èu|viÍ≠
nq

j=1
Èu|vjÍÈvj |viÍ =

Èu|viÍ ≠ Èu|viÍ = 0



Pozorování: Ortogonální projekce je lineární zobrazení.

Lemma: Nech� pZ je ortogonální projekce W na V , potom

u ≠ pZ (u) ‹ vi pro kaûdé vi œ Z .

D�kaz:

Èu ≠ pZ (u)|viÍ =
e
u ≠

nq
j=1

Èu|vjÍvj

---vi

f
=

Èu|viÍ≠
nq

j=1
Èu|vjÍÈvj |viÍ =

Èu|viÍ ≠ Èu|viÍ = 0

u

0

v1
v2

pZ (u)

u� pZ (u)

pZ :

V = R2

W = R3

W V!



Projekce a vzdálenost

Pozorování: Vektor pZ (u) je vektor z V = L(Z ), kter˝ je

nejbliûöí k u v tom smyslu, ûe minimalizuje ||u ≠ pZ (u)||.

D�kaz: Pro w œ V , w ”= pZ (u)

vezm�me a = u ≠ pZ (u),

b = pZ (u) ≠ w ”= 0.

Protoûe b œ V , máme Èa|bÍ = 0.

Nyní: ||u ≠ w || = ||a + b||
=


Èa + b|a + bÍ

=


Èa|aÍ + Èa|bÍ + Èb|aÍ + Èb|bÍ
=


Èa|aÍ + Èb|bÍ

>


Èa|aÍ
= ||a|| = ||u ≠ pZ (u)||

u

pZ (u)

a = u� pZ (u)

V

W

w

a+ b

0

a+ b

b = pZ (u)�w

D�sledek: Zobrazení pZ nezávisí na volb� báze Z .

t



P�ibliûné �eöení ne�eöiteln˝ch soustav

Pozorování: Vektor pZ (u) je vektor z V = L(Z ), kter˝ je

nejbliûöí k u v tom smyslu, ûe minimalizuje ||u ≠ pZ (u)||.

Pokud soustava Ax = b nemá �eöení, tj. kdyû b /œ S(A),

pak m�ûeme promítnout b do S(A) a získat bÕ
.

Soustava Ax = bÕ
má nyní �eöení. V d�sledku pozorování takové x

minimalizuje chybu ||b ≠ bÕ|| = ||b ≠ Ax||.

To je princip tzv. metody nejmenöích �tverc�.



Gram-Schmidtova ortonormalizace

Algoritmus, kter˝ p�evede

libovolnou bázi (u1, . . . un)

prostoru V se skalárním sou-

�inem na ortonormální bázi

(v1, . . . vn):

for i = 1, . . . , n do
wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

vi =
1

||wi ||wi

end



Gram-Schmidtova ortonormalizace — ukázka

for i = 1, . . . , n do
wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

vi =
1

||wi ||wi

end

(2, 1, 2)T

(1, 1, 0)T

(1, 0, 0)T



Gram-Schmidtova ortonormalizace — ukázka

for i = 1, . . . , n do
wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

vi =
1

||wi ||wi

end

u3 = (2, 1, 2)T

u2 = (1, 1, 0)T

u1 = (1, 0, 0)T



Gram-Schmidtova ortonormalizace — ukázka

for i = 1, . . . , n do
wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

vi =
1

||wi ||wi

end
u1 = w1 = v1

i = 1 :

w1 = u1 ≠
0q

j=1
Èui |vjÍvj = u1 = (1, 0, 0)

T

v1 =
1

||w1||w1 =
1
1(1, 0, 0)

T
= (1, 0, 0)

T



Gram-Schmidtova ortonormalizace — ukázka

for i = 1, . . . , n do
wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

vi =
1

||wi ||wi

end

u2

v1

w2 = v2

i = 2 :

w2 = u2 ≠ Èu2|v1Ív1 = (1, 1, 0)
T ≠ 1 · (1, 0, 0)

T
= (0, 1, 0)

T

v2 =
1

||w2||w2 =
1
1(0, 1, 0)

T
= (0, 1, 0)

T



Gram-Schmidtova ortonormalizace — ukázka

for i = 1, . . . , n do
wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

vi =
1

||wi ||wi

end

u3

v2

v1

w3

v3

i = 3 :

w3 = u3 ≠ Èu3|v1Ív1 ≠ Èu3|v2Ív2 =

= (2, 1, 2)
T ≠ 2 · (1, 0, 0)

T ≠ 1 · (0, 1, 0)
T

= (0, 0, 2)
T

v3 =
1

||w3||w3 =
1
2(0, 0, 2)

T
= (0, 0, 1)

T



Gram-Schmidtova ortonormalizace — jiné po�adí

for i = 1, . . . , n do
wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

vi =
1

||wi ||wi

end

u1 = (2, 1, 2)T

u2 = (1, 1, 0)T

u3 = (1, 0, 0)T

Pro jiniparadise ripoity
budon hunsit



Gram-Schmidtova ortonormalizace — jiné po�adí

for i = 1, . . . , n do
wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

vi =
1

||wi ||wi

end

u1 = w1

v1

i = 1 :

w1 = u1 = (2, 1, 2)
T

v1 =
1

||w1||w1 =
1
3(2, 1, 2)

T
= (

2
3 , 1

3 , 2
3)

T



Gram-Schmidtova ortonormalizace — jiné po�adí

for i = 1, . . . , n do
wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

vi =
1

||wi ||wi

end

u2

v1
w2 = v2

i = 2 :

w2 = u2 ≠ Èu2|v1Ív1 = (1, 1, 0)
T ≠ 1 · (

2
3 , 1

3 , 2
3)

T
= (

1
3 , 2

3 , ≠2
3)

T

v2 =
1

||w2||w2 =
1
1(

1
3 , 2

3 , ≠2
3)

T



Gram-Schmidtova ortonormalizace — jiné po�adí

for i = 1, . . . , n do
wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

vi =
1

||wi ||wi

end

v1
v2

u3

w3

v3
i = 3 :

w3 = u3 ≠ Èu3|v1Ív1 ≠ Èu3|v2Ív2 =

= (1, 0, 0)
T ≠ 2

3 · (
2
3 , 1

3 , 2
3)

T ≠ 1
3 · (

1
3 , 2

3 , ≠2
3)

T
= (

4
9 , ≠4

9 , ≠2
9)

T

v3 =
1

||w3||w3 =
1

2/3(
4
9 , ≠4

9 , ≠2
9)

T
= (

2
3 , ≠2

3 , ≠1
3)

T



Gram-Schmidtova ortonormalizace

Algoritmus, kter˝ p�evede

libovolnou bázi (u1, . . . un)

prostoru V se skalárním sou-

�inem na ortonormální bázi

(v1, . . . vn):

for i = 1, . . . , n do
1. wi = ui ≠

i≠1q
j=1

Èui |vjÍvj

2. vi =
1

||wi ||wi

end
Správnost:

I Díky 1. a p�edchozímu lemmatu: wi ‹ vj pro kaûdé j < i ,

odtud vi ‹ vj pro j ”= i

I Díky 2.: ||vi || =

---
--- 1

||wi ||wi

---
--- =

||wi ||
||wi || = 1.

I Díky lemmatu o v˝m�n�:

L(v1, . . . , vi≠1, ui) = L(v1, . . . , vi≠1, wi) = L(v1, . . . , vi)

D�sledek: Nech� V je podprostor prostoru W se skalárním

sou�inem. Kaûdou ortonormální bázi podprostoru V lze rozöí�it na

ortonormální bázi prostoru W .



Lineární zobrazení, které zachovávají skalární sou�in

Definice: Lineární zobrazení f mezi prostory V a W je isometrie,

pokud zachovává skalární sou�in, neboli Èu|wÍ = Èf (u)|f (w)Í.

P�íklad: Identita zachovává vektory, tedy i skalární sou�in.

e1

e2 x1 =
⇣

1
2 ,

p
3
2

⌘T

x2 =
⇣
�

p
3
2 , 1

2

⌘T
[id ]X ,K =

 
1
2 �

p
3
2p

3
2

1
2

!

id

V�ta: Lineární zobrazení mezi prostory V a W je izometrie práv�

kdyû zachovává související normu, tj. ||u|| = ||f (u)||.

D�kaz: Protoûe norma závisí na skalárním sou�inu, máme ∆.

≈ porovnejme:

||u + aw ||2 = ||u||2 + aÈw |uÍ + aÈu|wÍ + aa||w ||2

= = =

||f (u + aw)||2 = ||f (u)||2 + aÈf (w)|f (u)Í + aÈf (u)|f (w)Í + aa||f (w)||2

pro a = 1 máme: Èw |uÍ + Èu|wÍ = Èf (w)|f (u)Í + Èf (u)|f (w)Í
pro a = i máme: Èw |uÍ ≠ Èu|wÍ = Èf (w)|f (u)Í ≠ Èf (u)|f (w)Í

∆ Èu|wÍ = Èf (u)|f (w)Í



Lineární zobrazení, které zachovávají skalární sou�in

Definice: Lineární zobrazení f mezi prostory V a W je isometrie,

pokud zachovává skalární sou�in, neboli Èu|wÍ = Èf (u)|f (w)Í.

P�íklad: Osová soum�rnost zachovává skalární sou�in.

e1

e2

[f ]K ,K =

✓
0 �1
�1 0

◆

f

f (e1) = (0,�1)T

f (e2) = (�1, 0)T

V�ta: Lineární zobrazení mezi prostory V a W je izometrie práv�

kdyû zachovává související normu, tj. ||u|| = ||f (u)||.

D�kaz: Protoûe norma závisí na skalárním sou�inu, máme ∆.

≈ porovnejme:

||u + aw ||2 = ||u||2 + aÈw |uÍ + aÈu|wÍ + aa||w ||2

= = =

||f (u + aw)||2 = ||f (u)||2 + aÈf (w)|f (u)Í + aÈf (u)|f (w)Í + aa||f (w)||2

pro a = 1 máme: Èw |uÍ + Èu|wÍ = Èf (w)|f (u)Í + Èf (u)|f (w)Í
pro a = i máme: Èw |uÍ ≠ Èu|wÍ = Èf (w)|f (u)Í ≠ Èf (u)|f (w)Í

∆ Èu|wÍ = Èf (u)|f (w)Í



Lineární zobrazení, které zachovávají skalární sou�in

Definice: Lineární zobrazení f mezi prostory V a W je isometrie,

pokud zachovává skalární sou�in, neboli Èu|wÍ = Èf (u)|f (w)Í.

V�ta: Lineární zobrazení mezi prostory V a W je izometrie práv�

kdyû zachovává související normu, tj. ||u|| = ||f (u)||.

D�kaz: Protoûe norma závisí na skalárním sou�inu, máme ∆.

≈ porovnejme:

||u + aw ||2 = ||u||2 + aÈw |uÍ + aÈu|wÍ + aa||w ||2

= = =

||f (u + aw)||2 = ||f (u)||2 + aÈf (w)|f (u)Í + aÈf (u)|f (w)Í + aa||f (w)||2

pro a = 1 máme: Èw |uÍ + Èu|wÍ = Èf (w)|f (u)Í + Èf (u)|f (w)Í
pro a = i máme: Èw |uÍ ≠ Èu|wÍ = Èf (w)|f (u)Í ≠ Èf (u)|f (w)Í

∆ Èu|wÍ = Èf (u)|f (w)Í



Maticová charakterizace bijektivních izometrií

V�ta: Nech� V a W jsou prostory se skalárním sou�inem kone�né

dimenze a X , Y jsou jejich ortonormální báze. Lineární zobrazení

f : V æ W je bijektivní izometrie, práv� kdyû [f ]XY je unitární.

P�íklad:

e1

e2 x1 =
⇣

1
2 ,

p
3
2

⌘T

x2 =
⇣
�

p
3
2 , 1

2

⌘T

f (x2) =
⇣
� 1

2 ,
p
3
2

⌘T

f (x1) =
⇣
�

p
3
2 ,� 1

2

⌘T

[f ]X ,K =

 
�

p
3
2 � 1

2

� 1
2

p
3
2

!
=

=

✓
0 �1
�1 0

◆ 1
2 �

p
3
2p

3
2

1
2

!

= [f ]K ,K [id ]X ,K

f

Vöimn�te si, ûe sou�in unitárních matic je unitární.

D�kaz: Lineární bijekce implikuje stejné dimenze a naopak.

Protoûe X je ortonormální: Èu|wÍ = [w ]
H

X
[u]X

Protoûe Y je ortonormální: Èf (u)|f (w)Í = [f (w)]
H

Y
[f (u)]Y

= [w ]
H

X
[f ]

H

XY
[f ]XY [u]X

Vöimn�te si, ûe maticová rovnost xT y = xT Ay platí pro vöechny

vhodné vektory x a y pouze v p�ípad�, je-li A jednotková matice.

V naöem p�ípad� je f izometrie pokud

[w ]
H

X
[u]X = [w ]

H

X
[f ]

H

XY
[f ]XY [u]X platí pro vöechna u a w ,

coû platí práv� kdyû [f ]
H

XY
[f ]XY = I, neboli je-li [f ]XY unitární.



Maticová charakterizace bijektivních izometrií

V�ta: Nech� V a W jsou prostory se skalárním sou�inem kone�né

dimenze a X , Y jsou jejich ortonormální báze. Lineární zobrazení

f : V æ W je bijektivní izometrie, práv� kdyû [f ]XY je unitární.

D�kaz: Lineární bijekce implikuje stejné dimenze a naopak.

Protoûe X je ortonormální: Èu|wÍ = [w ]
H

X
[u]X

Protoûe Y je ortonormální: Èf (u)|f (w)Í = [f (w)]
H

Y
[f (u)]Y

= [w ]
H

X
[f ]

H

XY
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Vöimn�te si, ûe maticová rovnost xT y = xT Ay platí pro vöechny

vhodné vektory x a y pouze v p�ípad�, je-li A jednotková matice.

V naöem p�ípad� je f izometrie pokud

[w ]
H

X
[u]X = [w ]

H

X
[f ]

H

XY
[f ]XY [u]X platí pro vöechna u a w ,

coû platí práv� kdyû [f ]
H

XY
[f ]XY = I, neboli je-li [f ]XY unitární.



Ortogonální dopln�k

Definice: Ortogonální dopln�k podmnoûiny V prostoru se skalárním

sou�inem W je V
‹

= {u œ W : ’v œ V : u ‹ v}.

P�íklad:

V = U?

U = V?

0
W = R3

Pozorování: Pokud U ™ V , pak U
‹ ´ V

‹
.

D�kaz: V
‹

= {u œ W : ’v œ V : u ‹ v}
™ {u œ W : ’v œ U : u ‹ v} = U

‹

Pozorování: Kaûd˝ ortogonální dopln�k je podprostorem W .

Pozorování: Pro jakékoli V ™ W : V fl V
‹

= {0}
D�kaz: Jestliûe u œ V fl V

‹
, pak Èu|uÍ = 0, tedy u = 0.

Tendopluckjejeapastor
viechholingohvehtoni

ha andanypastor



Ortogonální dopln�k

Definice: Ortogonální dopln�k podmnoûiny V prostoru se skalárním

sou�inem W je V
‹

= {u œ W : ’v œ V : u ‹ v}.

P�íklad:

V = U?

U = V?

0
W = R3

Pozorování: Pokud U ™ V , pak U
‹ ´ V

‹
.

Pozorování: Kaûd˝ ortogonální dopln�k je podprostorem W .

D�kaz: u ‹ v =∆ Èau|vÍ = aÈu|vÍ = 0 =∆ (au) ‹ v
u, w ‹ v =∆ Èu + w |vÍ = Èu|vÍ + Èw |vÍ = 0 =∆ (u + w) ‹ v

Pozorování: Pro jakékoli V ™ W : V fl V
‹

= {0}
D�kaz: Jestliûe u œ V fl V

‹
, pak Èu|uÍ = 0, tedy u = 0.



Ortogonální dopln�k

Definice: Ortogonální dopln�k podmnoûiny V prostoru se skalárním

sou�inem W je V
‹

= {u œ W : ’v œ V : u ‹ v}.

P�íklad:

V = U?

U = V?

0
W = R3

Pozorování: Pokud U ™ V , pak U
‹ ´ V

‹
.

Pozorování: Kaûd˝ ortogonální dopln�k je podprostorem W .

Pozorování: Pro jakékoli V ™ W : V fl V
‹

= {0}
D�kaz: Jestliûe u œ V fl V

‹
, pak Èu|uÍ = 0, tedy u = 0.

ji

bitna sebehdmi



Pro prostory ur�ené maticí: Ker(A) = (R(A))
‹

Pro reálnou matici A =

Q

ca
1 3 4 5

2 6 3 0

3 9 15 9

R

db ≥ · · · ≥

Q

ca
1 3 4 5

0 0 1 ≠2

0 0 0 0

R

db

Proto R(A) = L{(1, 3, 4, 5)
T , (0, 0, 1, ≠2)

T } = L{x1, x2},

a také Ker(A) = L{(≠13, 0, 2, 1)
T , (≠3, 1, 0, 0)

T } = L{y1, y2}.

Tvrzení: Pro A œ Rm◊n
libovolné u œ R(A) a v œ Ker(A) spl�ují

u ‹ v vzhledem ke standardnímu skalárnímu sou�inu.

P�íklad:

u = x1 ≠ 2x2
= (1, 3, 4, 5)

T ≠ 2(0, 0, 1, ≠2)
T

= (1, 3, 2, 9)
T

v = y1
+ 3y2

= (≠13, 0, 2, 1)
T

+ 3(≠3, 1, 0, 0)
T

= (≠22, 3, 2, 1)
T

Èu|vÍ = 1 · (≠22) + 3 · 3 + 2 · 2 + 9 · 1 = 0

Èu|vÍ = Èx1 ≠ 2x2|y1
+ 3y2Í =

= Èx1|y1Í + 3Èx1|y2Í ≠ 2Èx2|y1Í ≠ 6Èx2|y2Í = 0

D�kaz: Ozna�me x1, . . . , xr
bázi R(A), a podobn� y1, . . . , yn≠r

bázi Ker(A), kde r = rank(A).

Potom u =
rq

i=1
aix i

a v =
n≠rq
j=1

bjy j
spl�ují

Èu|vÍ =

e nq
i=1

aixi

---
nq

j=1
bjyj

f
=

nq
i=1

nq
j=1

aibjÈxi |yjÍ = 0.

game
to

vyiderity



Pro prostory ur�ené maticí: Ker(A) = (R(A))
‹

Pro reálnou matici A =

Q

ca
1 3 4 5

2 6 3 0

3 9 15 9

R

db ≥ · · · ≥

Q

ca
1 3 4 5

0 0 1 ≠2

0 0 0 0

R

db

Proto R(A) = L{(1, 3, 4, 5)
T , (0, 0, 1, ≠2)

T } = L{x1, x2},

a také Ker(A) = L{(≠13, 0, 2, 1)
T , (≠3, 1, 0, 0)

T } = L{y1, y2}.

Tvrzení: Pro A œ Rm◊n
libovolné u œ R(A) a v œ Ker(A) spl�ují

u ‹ v vzhledem ke standardnímu skalárnímu sou�inu.

D�kaz: Ozna�me x1, . . . , xr
bázi R(A), a podobn� y1, . . . , yn≠r

bázi Ker(A), kde r = rank(A).

Potom u =
rq

i=1
aix i

a v =
n≠rq
j=1

bjy j
spl�ují

Èu|vÍ =

e nq
i=1

aixi

---
nq

j=1
bjyj

f
=

nq
i=1

nq
j=1

aibjÈxi |yjÍ = 0.



Vlastnosti ortogonálního dopl�ku

V�ta: Pro kone�n� generovan˝ prostor W se skalárním sou�inem a

podprostor V platí: (V
‹

)
‹

= V a dim(V ) + dim(V
‹

) = dim(W ).

V = U?

U = V?

0
W = R3

D�kaz: Zvolíme n�jakou ortonormální bázi X prostoru V a

doplníme ji na ortonormální bázi Z prostoru W .

Ozna�me Y = Z \ X , X = (x1, . . . , xk), Y = (y1, . . . , yl).

Kaûdé u œ L(X ) = V je kolmé ke kaûdému v œ L(Y ):

Èu|vÍ =

e nq
i=1

aixi

---
nq

j=1
bjyj

f
=

nq
i=1

nq
j=1

aibjÈxi |yjÍ = 0

protoûe Z je ortonormální báze. Proto L(Y ) ™ V
‹

.

Nyní vezm�me w œ V
‹

a uvaûme [w ]Z . Protoûe Z je

ortonormální, koeficienty w vzhledem k Z jsou Fourierovy

koeficienty dané skalárním sou�inem w s prvky báze Z .

Protoûe w œ V
‹

, máme Èw |xiÍ = 0 pro kaûdé xi œ X , tedy

w œ L(Y ) , t.j. V
‹ ™ L(Y ), a tedy V

‹
= L(Y ).

Nyní: dim(V ) + dim(V
‹

) = |X | + |Y | = |Z | = dim(W )

a také: (V
‹

)
‹

= L(Z \ Y ) = L(X ) = V .
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