Skalarni soucin

Definice: na vektorovém prostoru V nad C je
zobrazeni, které priradi kazdé dvojici vektorli u, v € V skalar
(u|lv) € C, tak, ze jsou splnény nasledujici axiomy:

> Yuec V: (ulu) e RS

» YVuecV :(uu)y=0<=u=0

» Yu,veV:(vlu) = (u|v)

» Yu,v,we V:(u+v|lw) = (ujw)+ (viw)
» Yu e V ,VaecC: (aulv) = a(u|v)

(Formalné je kazdy skalarni soucin zobrazeni (e|e) : V x V — C.)

Pozorovani: Pri vytykani z druhé slozky dostavame komplexné
sdruzeny skalédr: (u|av) = (av|u) = a(v|u) = a(v|u) = a(u|v)

Skalarni soucin na V nad R se omezuje na R, t.j. obor hodnot
(o]®) je R, (v|u) = (u|v) ve tretim axiomu a a € R v poslednim.



Priklady skalarnich soucintl

» Standardni skalarni soucin na C:

n
(U|v) = Vi + -+ upVp = Y uivi = v
i=1

» Standardni skalarni soucin na R™:
n
<u]v> = Z ujvi = VTU
i—=1

» Skalarni soucin na R"” uréeny regularni matici A:
(ulv) = vT AT Au

napr. pro V =R? a A = dostaneme:

1 2

0 1
1 2 U1

(ulv) = (v1, v2) > 5/ \ w = U1 V1 +2u1vo +2uzvi +bup vy

» Skalarni soucin na vektorovém prostoru redlnych polynomi na

b
intervalu [a, b]: (f|g) = / F(x)g(x)dx



Norma

Definice: Je-li V prostor se skalarnim soucinem (nad C nebo R),
pak je zobrazeni

| e || : V — R definované: ||ul| = +/(u|u).

Geometricka interpretace v euklidovském prostoru R":

|ul| ... délka u
| — v|| ... vzdalenost bodl u a v
(u|lv) ... souvisi s ,0Ghlem” mezi u a v a délkami u a v. Presnéji:

Pozorovani: Standardni skaldrni soucin na R” a souvisejici norma
splnuji: (u|v) = ||ul| - ||v]| cos ¢, kde ¢ je Ghel mezi vektory u a v
(brany jako Gsecky vychéazejici z 0).

Dikaz: V kosinové vété: c? = a° + b? — 2abcos .
YN ™Y nahradime a = ||ul|, b =||v||, c = ||u— v]|.
7N (u—v|u—v) = (ulu)+(v|v)=2|[u]| - ||v]| cos o

0= (u—v|u—v) = (u|u)+(v|v)—(u|v) — (v|u)




Cauchy-Schwarzova nerovnost

Véta: Skalarni soudin libovolnych dvou vektord u a v ve
vektorovém prostoru nad C spliuje: [{(u|v)| < +/{u|u){v|v).

Jinymi slovy, vzhledem souvisejici normé: [(u|v)| < ||ul| - ||v||.

Dikaz: Pro u = 0 nebo v = 0, dostaneme 0 < 0.
Pro jakékoli a € C plati, ze ||u + av||? > 0, ale také:
lu+ av||? = (u+ av|u+ av) = (ulu) + a(v|u) +3a(u|v) + aa(v|v)

Pro vzajemné odelteni poslednich dvou &lenti zvolime a = — Eﬂm
Dostaneme:
0 < (ulu)— {8 (viu) ... (v]v) >0
(ulv){v|u) < (u|lu)(v|v) ...na C plati aa = |a|°
{ulv)|? < lul|? - ||v]|? ...odmocnime
) < [Jull- ]I



Dasledky

Véta: (nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym priimérem)

n
Pro libovolny u € R" : — Z up < \ — Z u?
i=1
Dikaz: Zvolime v = (1,1,..., l)T a pouzijeme

Cauchy-Schwarzovu nerovnost pro standardni skalarni soucin:
n n
> ui < [ulv)| < |lul] - [lv]| = \ D ui-/n
i=1 i=1

Tvrzeni: Kazda norma odvozena ze skalarniho soucinu splnuje
trojahelnikovou nerovnost: ||u + v|| < ||ul| + ||v||

Dikaz:
|lu+v[| = (u+v|u+v) = /(ulu) + {v|u) + (ulv) + (v|]v) <

VIulR+2uv)|+IvI[2 < /Il 242l |v]|+]lv]]? = [[u]|+]]v]




Kolmost

Definice: Vektory u, v z prostoru se skaldrnim soucinem jsou
, pokud (u|v) = 0. Kolmé vektory znac¢ime u | v.

Pozorovani: Mnozina netrivialnich vzajemné kolmych vektoru je
linearné nezavisla.

k
Dikaz: Necht ug, ..., ux jsou kolmé, ale uy = Z aju; = 0.

Pak: =1

k k
0 # (up|ug) = <Za,u, u0> = Za,-(u,-\u@ = Za,- .0=0
i=1

i=1
Definice: Baze Z = {vy, ..., v,} prostoru V se skalarnim soucinem
je , pokud v; L v;, pro kazdé i # j; a ||vj|| =1 pro
kazdy v; € Z.

Vsimnéte si, ze matice, jejiz sloupce tvori vektory ortonormalni
baze C" (pro standarni skalarni soucin) je unitarni: APA =1,



P¥iklad — ortonormalni baze v R3

1+ _ 2V (2 2 02, 1.1 _
el = \/(=3)(-2) +2-3+ 1 1 =1
vo=(-3%,5.3)" 1y (L oy {2\ 2.2
_________________ sl =/ (—3) (-3) +(-3) (-3) +5-5=1
. —
5 1
1<
% (e =3 () +3 343 3 =C
_______ ey =3 (] +1- (D) + 30
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Priklady — ortonormalni baze pro realné funkce

Pro standardni skalarni soucin (f, g) = fol f(x)g(x)dx obvykla
baze (1, x,x?) neni ortonormalni bazi prostoru redlnych polynomi
stupné nejvyse dva na intervalu (0, 1):

1

(1x) = [71-xdx =[5x*]5 =5 #0
1

(1[x?) = [y 1-x2dx = [3x°]§ =3 #0

1
(x|x?) = [y x-x?dx=[zx"]§=3#0




Je treba vzit jinou bazi, napr.

(1,+/3(2x — 1),v/5(6x% — 6x + 1)):

1
1| = /i1 Tdx = /x5 = L
V3(2x — 1)|| = 1/ f2 3(4x? — ax + 1) dx =
= /3l — 22+ 4y =1
[V5(6x% — b6x +1)|| =
— 1/ S 5(36x* — 72x3 4 48x2 — 12x + 1) dx =
= |/5[2x5 — 18x* + 16x® — 6x2 + x|} = 1

(1[v/3(2x — 1)) = [} V3(2x — 1) dx = V3[x> = x|} = 0
(1]v/5(6x2 — 6x + 1)) = [o v/5(6x2 — 6x + 1) dx =

= v5[2x3 - 3x%2 + x]§ =0
(V/3(2x — 1)[V/5(6x% — 6x + 1)) =

— [ V15(12x% — 18x% 4 8x — 1) dx =

— \/ﬁ[3x4 — b6x3 4+ 4x% — X]é =0




Ortonormalni systém periodickych funkci

Funkce sin(ix) a cos(jx) jsou kolmé na (—m, ), pro i,j € N.
(sin(ix)|sin(jx)) = [ Z[cos((i — j)x) — cos((i + j)x)] dx =
— L sin((if)x) — L sin((i+ )XNTr =0 proi £ )
(cos(ix)| cos(jx)) = [ &[cos((i — j)x) + cos((i + j)x)] dx =
= 5[5 sin((i)x) + —sm((i+j)x)]z =0  proi#j
(sin(ix)| cos(jx)) = [ sin(ix) cos(jx) dx =0

PouZijeme skuteCnost, ze sin(km) = 0 pro celé Cislo k.
V poslednim pripadé integrujeme lichou funkci na symetrickém intervalu.

1sin(i)|[? = [™_ 1[1 — cos(2ix)] dx = L[x — L sin(2ix)|", = 7
| cos(ix)[|> = ["_3[1 + cos(2ix)] dx = 3[x + 5 sin(2ix)]", =7

.. po normalizaci pomoci @ bychom dostali ortonormalni systém.

AR )ll\
WANVT YV

sin(x) J_ cos(5x) sin(x) L sin(5x)

Pouzividme souctové vzorce:

sin asin 3 = %[cos(oz — B) — cos(a + ()]
cos a cos B = [cos(a — B) + cos(a + )]
sinacos 8 = [sin(a — 3) + sin(a + B)]




Vlastnosti ortonormalni baze

Tvrzeni: Necht Z = {wvy,...,v,} je ortonormalni baze prostoru V.

Pro kazdé u € V plati: u = (u|vy)vi + - + (u|vy)v,.

Koeficienty (u|v;) se nazyvaji Fourierovy koeficienty.

n
Dikaz: u = E ajvi = (ulv;) = < E ajV;

=1

Soutadnice vektoru u = (3,3,3)" vzhledem k bazi Z = {
ulz = ((u] ), (ulve), (ulvs) ) (5,1,-1)7

n
VJ> = ai(vilv)) = 3
i=1

, Vo, 3} jsou:

14?




Vlastnosti ortonormalni baze

Tvrzeni: Necht Z = {wvy,...,v,} je ortonormalni baze prostoru V.
Pro kazdé u € V plati: u = (u|vy)vi + - + (u|vy)v,.

Koeficienty (u|v;) se nazyvaji Fourierovy koeficienty. 4/% m

n n / %0/&75/ a4z I LVIKD 4
Dikaz: u = Za,-v, (ulvj) = <Za,v, VJ> Za, vilvj) = a; /
i=1

2 ded. "
Véta: Necht Z je ortonormalni baze prostoru V' se skalarnim W%Zm
soutinem. Pro kazdé u,w € V plati: (u|lw) = [w]7[u]z.
n n
Dikaz: Vime, Ze: u = Z<u|v,->v,- aw= Z<W“’j>"j
i=1 j=1

n

Pak (ulw) = <Z<uv,->v,-

=1

Z<WVJ‘>V1> =

Jj=1

— ZZ<”\Vi><W\Vj><Vi\Vj> = Z<U\Vi><W|Vi> — [W]?[U]z



