
Skalární sou�in
Definice: Skalární sou�in na vektorovém prostoru V nad C je
zobrazení, které p�i�adí kaûdé dvojici vektor� u, v œ V skalár
Èu|vÍ œ C, tak, ûe jsou spln�ny následující axiomy:
I ’u œ V : Èu|uÍ œ R+

0
I ’u œ V : Èu|uÍ = 0 ≈∆ u = 0
I ’u, v œ V : Èv |uÍ = Èu|vÍ
I ’u, v , w œ V : Èu + v |wÍ = Èu|wÍ + Èv |wÍ
I ’u œ V , ’a œ C : Èau|vÍ = aÈu|vÍ

(Formáln� je kaûd˝ skalární sou�in zobrazení È•|•Í : V ◊ V æ C.)
Pozorování: P�i vyt˝kání z druhé sloûky dostáváme komplexn�
sdruûen˝ skalár: Èu|avÍ = Èav |uÍ = aÈv |uÍ = aÈv |uÍ = aÈu|vÍ

Skalární sou�in na V nad R se omezuje na R, t.j. obor hodnot
È•|•Í je R, Èv |uÍ = Èu|vÍ ve t�etím axiomu a a œ R v posledním.

 



P�íklady skalárních sou�in�
I Standardní skalární sou�in na Cn:

Èu|vÍ = u1v1 + · · · + unvn =
nÿ

i=1
uivi = vHu

I Standardní skalární sou�in na Rn:
Èu|vÍ =

nÿ

i=1
uivi = vT u

I Skalární sou�in na Rn ur�en˝ regulární maticí A:
Èu|vÍ = vT AT Au

nap�. pro V = R2 a A =
A

1 2
0 1

B

dostaneme:

Èu|vÍ = (v1, v2)
A

1 2
2 5

B A
u1
u2

B

= u1v1 +2u1v2 +2u2v1 +5u2v2

I Skalární sou�in na vektorovém prostoru reáln˝ch polynom� na
intervalu [a, b]: Èf |gÍ =

⁄
b

a

f (x)g(x)dx



Norma
Definice: Je-li V prostor se skalárním sou�inem (nad C nebo R),
pak norma odvozená ze skalárního sou�inu je zobrazení
|| • || : V æ R definované: ||u|| =


Èu|uÍ.

Geometrická interpretace v euklidovském prostoru Rn:
||u|| . . . délka u
||u ≠ v || . . . vzdálenost bod� u a v
Èu|vÍ . . . souvisí s „úhlem” mezi u a v a délkami u a v . P�esn�ji:
Pozorování: Standardní skalární sou�in na Rn a související norma
spl�ují: Èu|vÍ = ||u|| · ||v || cos Ï, kde Ï je úhel mezi vektory u a v
(brány jako úse�ky vycházející z 0).
D�kaz:

0

u

v

u� v

'
a

b
c

V kosinové v�t�: c2 = a2 + b2 ≠ 2ab cos Ï.
nahradíme a = ||u||, b = ||v ||, c = ||u ≠ v ||.
Èu≠v |u≠vÍ = Èu|uÍ+Èv |vÍ≠2||u|| · ||v || cos Ï
Èu≠v |u≠vÍ = Èu|uÍ+Èv |vÍ≠Èu|vÍ ≠ Èv |uÍ



Cauchy-Schwarzova nerovnost

V�ta: Skalární sou�in libovoln˝ch dvou vektor� u a v ve
vektorovém prostoru nad C spl�uje: |Èu|vÍ| Æ


Èu|uÍÈv |vÍ.

Jin˝mi slovy, vzhledem související norm�: |Èu|vÍ| Æ ||u|| · ||v ||.
D�kaz: Pro u = 0 nebo v = 0, dostaneme 0 Æ 0.
Pro jakékoli a œ C platí, ûe ||u + av ||2 Ø 0, ale také:
||u + av ||2 = Èu + av |u + avÍ = Èu|uÍ + aÈv |uÍ + aÈu|vÍ + aaÈv |vÍ
Pro vzájemné ode�tení posledních dvou �len� zvolíme a = ≠ Èu|vÍ

Èv |vÍ .
Dostaneme:

0 Æ Èu|uÍ ≠ Èu|vÍ
Èv |vÍ Èv |uÍ . . . · Èv |vÍ > 0

Èu|vÍÈv |uÍ Æ Èu|uÍÈv |vÍ . . . na C platí aa = |a|2

|Èu|vÍ|2 Æ ||u||2 · ||v ||2 . . . odmocníme
|Èu|vÍ| Æ ||u|| · ||v ||



D�sledky

V�ta: (nerovnost mezi aritmetick˝m a kvadratick˝m pr�m�rem)

Pro libovoln˝ u œ Rn : 1
n

nÿ

i=1
ui Æ

ı̂ıÙ1
n

nÿ

i=1
u2

i

D�kaz: Zvolíme v = (1, 1, . . . , 1)T a pouûijeme
Cauchy-Schwarzovu nerovnost pro standardní skalární sou�in:

nÿ

i=1
ui Æ |Èu|vÍ| Æ ||u|| · ||v || =

ı̂ıÙ
nÿ

i=1
u2

i
·
Ô

n

Tvrzení: Kaûdá norma odvozená ze skalárního sou�inu spl�uje
trojúhelníkovou nerovnost: ||u + v || Æ ||u|| + ||v ||
D�kaz:
||u + v || =


Èu + v |u + vÍ =


Èu|uÍ + Èv |uÍ + Èu|vÍ + Èv |vÍ Æ

Ò
||u||2+2|Èu|vÍ|+||v ||2 Æ

Ò
||u||2+2||u||·||v ||+||v ||2 = ||u||+||v ||



Kolmost

Definice: Vektory u, v z prostoru se skalárním sou�inem jsou
kolmé, pokud Èu|vÍ = 0. Kolmé vektory zna�íme u ‹ v .
Pozorování: Mnoûina netriviálních vzájemn� kolm˝ch vektor� je
lineárn� nezávislá.
D�kaz: Nech� u0, . . . , uk jsou kolmé, ale u0 =

kÿ

i=1
aiui ”= 0.

Pak:
0 ”= Èu0|u0Í =

K
kÿ

i=1
aiui

-----u0

L

=
kÿ

i=1
aiÈui |u0Í =

kÿ

i=1
ai · 0 = 0

Definice: Báze Z = {v1, . . . , vn} prostoru V se skalárním sou�inem
je ortonormální, pokud vi ‹ vj , pro kaûdé i ”= j ; a ||vi || = 1 pro
kaûd˝ vi œ Z .
Vöimn�te si, ûe matice, jejíû sloupce tvo�í vektory ortonormální
báze Cn (pro standarní skalární sou�in) je unitární: AHA = In.



P�íklad — ortonormální báze v R3
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P�íklady — ortonormální báze pro reálné funkce

Pro standardní skalární sou�in Èf , gÍ = s 1
0 f (x)g(x)dx obvyklá

báze (1, x , x2) není ortonormální bazí prostoru reáln˝ch polynom�
stupn� nejv˝öe dva na intervalu (0, 1):

||1|| =
Òs 1

0 1 · 1 dx =


[x ]10 = 1

||x || =
Òs 1

0 x · x dx =
Ò

[ 1
3 x3]10 =

Ô
3

3 ”= 1

||x2|| =
Òs 1

0 x2 · x2 dx =
Ò

[ 1
5 x5]10 =

Ô
5

5 ”= 1

È1|xÍ =
s 1

0 1 · x dx = [ 1
2 x2]10 = 1

2 ”= 0
È1|x2Í =

s 1
0 1 · x2 dx = [ 1

3 x3]10 = 1
3 ”= 0

Èx |x2Í =
s 1

0 x · x2 dx = [ 1
4 x4]10 = 1

4 ”= 0



Je t�eba vzít jinou bázi, nap�.
(1,

Ô
3(2x ≠ 1),

Ô
5(6x2 ≠ 6x + 1)):

||1|| =
Òs 1

0 1 · 1 dx =


[x ]10 = 1

||
Ô

3(2x ≠ 1)|| =
Òs 1

0 3(4x2 ≠ 4x + 1) dx =
=

Ò
3[ 4

3 x3 ≠ 2x2 + x ]10 = 1

||
Ô

5(6x2 ≠ 6x + 1)|| =
=

Òs 1
0 5(36x4 ≠ 72x3 + 48x2 ≠ 12x + 1) dx =

=
Ò

5[ 36
5 x5 ≠ 18x4 + 16x3 ≠ 6x2 + x ]10 = 1

È1|
Ô

3(2x ≠ 1)Í =
s 1

0
Ô

3(2x ≠ 1) dx =
Ô

3[x2 ≠ x ]10 = 0
È1|

Ô
5(6x2 ≠ 6x + 1)Í =

s 1
0

Ô
5(6x2 ≠ 6x + 1) dx =

=
Ô

5[2x3 ≠ 3x2 + x ]10 = 0
È
Ô

3(2x ≠ 1)|
Ô

5(6x2 ≠ 6x + 1)Í =
=

s 1
0

Ô
15(12x3 ≠ 18x2 + 8x ≠ 1) dx =

=
Ô

15[3x4 ≠ 6x3 + 4x2 ≠ x ]10 = 0



Ortonormální systém periodick˝ch funkcí

Funkce sin(ix) a cos(jx) jsou kolmé na (≠fi, fi), pro i , j œ N.
Èsin(ix)| sin(jx)Í =

s fi
≠fi

1
2 [cos((i ≠ j)x) ≠ cos((i + j)x)] dx =

= 1
2 [ 1

ij
sin((ij)x) ≠ 1

i+j
sin((i + j)x)]fi≠fi = 0 pro i ”= j

Ècos(ix)| cos(jx)Í =
s fi

≠fi
1
2 [cos((i ≠ j)x) + cos((i + j)x)] dx =

= 1
2 [ 1

ij
sin((ij)x) + 1

i+j
sin((i + j)x)]fi≠fi = 0 pro i ”= j

Èsin(ix)| cos(jx)Í =
s fi

≠fi sin(ix) cos(jx) dx = 0
Pouûijeme skute�nost, ûe sin(kfi) = 0 pro celé �íslo k.
V posledním p�ípad� integrujeme lichou funkci na symetrickém intervalu.
|| sin(ix)||2 =

s fi
≠fi

1
2 [1 ≠ cos(2ix)] dx = 1

2 [x ≠ 1
2i

sin(2ix)]fi≠fi = fi

|| cos(ix)||2 =
s fi

≠fi
1
2 [1 + cos(2ix)] dx = 1

2 [x + 1
2i

sin(2ix)]fi≠fi = fi

. . . po normalizaci pomocí
Ô

fi
fi bychom dostali ortonormální systém.

Pouûíváme sou�tové vzorce:
sin – sin — = 1

2 [cos(– ≠ —) ≠ cos(– + —)]
cos – cos — = 1

2 [cos(– ≠ —) + cos(– + —)]
sin – cos — = 1

2 [sin(– ≠ —) + sin(– + —)] sin(x) ‹ cos(5x) sin(x) ‹ sin(5x)



Vlastnosti ortonormální báze

Tvrzení: Nech� Z = {v1, . . . , vn} je ortonormální báze prostoru V .
Pro kaûdé u œ V platí: u = Èu|v1Ív1 + · · · + Èu|vnÍvn.
Koeficienty Èu|viÍ se naz˝vají Fourierovy koeficienty.

D�kaz: u =
nÿ

i=1
aivi ∆ Èu|vjÍ =

K
nÿ

i=1
aivi

-----vj

L

=
nÿ

i=1
aiÈvi |vjÍ = aj

Sou�adnice vektoru u = (3, 3, 3)T vzhledem k bázi Z = {v1, v2, v3} jsou:
[u]Z =

1
Èu|v1Í, Èu|v2Í, Èu|v3Í

2T

= (5, 1, ≠1)T

Èu|v1Í = 3 · 2
3 + 3 · 1

3 + 3 · 2
3 = 5
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!
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3
"
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3
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Zkouöka: 5 · v1 + 1 · v2 + (≠1) · v3 =

= 5 ·
1

2
3 , 1

3 , 2
3

2T

+1 ·
1

≠ 2
3 , 2

3 , 1
3

2T

+(≠1) ·
1

≠ 1
3 , ≠ 2

3 , 2
3

2T

= (3, 3, 3)T = u

V�ta: Nech� Z je ortonormální báze prostoru V se skalárním
sou�inem. Pro kaûdé u, w œ V platí: Èu|wÍ = [w ]H

Z
[u]Z .

D�kaz: Víme, ûe: u =
nÿ

i=1
Èu|viÍvi a w =

nÿ

j=1
Èw |vjÍvj .

Pak Èu|wÍ =
K

nÿ

i=1
Èu|viÍvi

-----
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j=1
Èw |vjÍvj
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j=1
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nÿ

i=1
Èu|viÍÈw |viÍ = [w ]HZ [u]Z
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