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Diikaz: pg(t) = det(B — tl) = det(RAR™! — R(tI)R~!) =
det(R(A — tI)R™1) = det(R) det(A — tl)det(R™1) = pa(t)

@Jﬂm}n‘c ';/ ﬁa@aé}m} V/%%M//é? 93/4 ) Mq/feg/ /4 /% myf! /7;47 1705
/15// ”//7(/9}4/'044//4‘7/5051405}):

Dikaz: Vezméme A € K"*" jako matici linedrniho zobrazenf{

f : K" — K" vzhledem ke kanonické bazi K, tzn. A = [f]k k.
Necht wuy, ..., ux je bazi prostoru vlastnich vektorl prislusnych A,
Cili k je geometrickad nasobnost vlastniho Cisla .

DoplInime uy,. .., ux na bazi X prostoru K”".

Potom [f]x x = [id]}’lKA[id]X,K je podobna A a pritom

[flx x ma v prvnich k sloupcich na diagonale A a jinak nuly.
Odtud (X — t)* d&lf pys), ,(t). Protoze A a [f]xx maji stejné
charakteristické polynomy, ma \ algebraickou nasobnost alespon k.
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Vot KL= 29, |
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X oo
A
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Ukazka

-1 7 -5
Matice A = (2 v 4) je podobna matici v Jordanové
-1 3 -1

2 L 0
normalnim tvaru se dvéma bloky (0 ) protoze
0

2

0

-1 7 -5 s 2 4 3
AR=|-2 7 -4 2 2 Ll=12
-1 3 -1 L ik 1

(3,2,1)7 je vlastni vektor pro 2, ¢&ili (A — 2k)(
(L 1)T

Prostredni sloupec matice R ovsem spliuje
A-(2,2,1)T =(3,2,1)T +2-(2,2,1)T =
(A-2K) (2,2,1)T =(3,2,1)T =
(A-25)2%(2,2,1)" = (A-25)(3,2,1)" =0.

0
i
2
2
|



Specialni komplexni matice
Definice: Hermitovska transpozice komplexni matice A € C™*" je
matice A" € C™™ kde (A");; = 3;7.

Definice: Matice A je hermitovska, pokud A = A

Definice: Matice A je unitarni, pokud A=t = AH.
redlni komplexni

transpozice A — AT | Hermitovska transpozice A — A"

(1 3) (é) (1+i —2i) - (12ii>

symetrickd A= A" hermitovska A = A"
1 3 1 14
3 2 1—i 2
ortogonalni At = AT unitarni A—1 = A"

NI N~

1 1 14
< 21> (f V3 )
—3 i 7




Vlastnosti

Pozorovani: Hermitovské matice maji realnou uhlopricku:
Pokud di i = di i pak dii € R.

Pozorovani: (AF)H = A, (AB)" = B"A"

Pozorovani: Jestlize je A unitarni, pak A" je také unitérni.
(AH)H — A — (A—l)—l _ (AH)—l

Pozorovani: Soucin unitarnich matic je unitarni:
Pokud AH = A=1 a B" = B!, pak

(AB)" = B"AH = B~ 1A-1 (AB)

Pozorovani: Unitarni A spliuje: APA = I. |
T.j. pokud xt, x?,..., x" jsou sloupce A, A=|x
pak (x')x) =0 proi#ja (x')x =1. |

H

Fakt: Kazdy x € C" takovy, ze x"'x =1

|ze doplnit na unitarni matici. |




Diagonalizace hermitovskych matic

Véta: Kazda hermitovska matice A ma vsechna vlastni Cisla realna.
Navic existuje unitdrni matice R takovd, e R"1AR je diagonalni.

Priklad: Diagonalizujte hermitovskou matici A = (1 i ; ! ;_ I).

1—t 1+ . .

pa(t) = L oo =(1-t)2—t)—(1—i)(1+i)=1t>—3t
Vlastni Cisla A jsou A\;1 =3 a A» = 0. |
Odpovidajici unitarni matice. R_ (1\}5 17+31’ >
slozena z vlastnich vek;coru je: N
-1 _ pH _ \[ % (R je dokonce inverzn{

- f \f sama k sob&: R™! = R.)
Diagonalizace probih4 podle soudinu: R~1AR = (3 8)

Pokud obratime poradi vlastnich ¢isel A1 = 0, A» = 3, dostaneme:

4 1 1-i 1 0 0
S = (f f)sl sH(@ h{)aSlAS (o 3).
Vi V3 Vi V3




Dikaz

Indukci podle n. Véta plati pro n = 1. Oznacme A,, = A.

V télese C ma matice A, vlastni ¢islo )\ s vlastnim vektorem x.

1 H
xH x
Doplnime (vizte fakt dfive) x na unitarni matici Pp,.

PYA,P, je hermitovskd (P7A,P,)" = PHAT(PINH = PHA,P,.

Protoze A,x = A\x, matice A,P, ma Ax jako prvni sloupec.

x =1.

/vétsime x faktorem , abychom dostali x splnujici x

Protoze P, je unitarni, prvni sloupec P#AnPn je P#Anx —
PH(A,x) = P7(\x) = A\P!'"x = X\(1,0,...,0)" = (\,0,...,0)".
PHA,P, je hermitovskd = )\ € R a zbytek prvniho ¥adku je 0.

Al o7

Proto P/ A,P, = ol A . kde A,_1 je hermitovska.
n—1

Podle indukéniho predpokladu R A, 1R, 1 = D, 1
pro néjakou unitarni matici R,_1 a diagonalni matici D,_;.



Polozime R, = P,, - , souciny unitarnich matic jsou
0 Rn—l
unitarni. Nyni:
1 y 1] o' y 1] o'
R -A,R,=R'A,R, = -P""A,P, - —
n n*L*n n nTen O er;l_l n ne n O Rn_l
1] 0" | |[Ax] Oof 1] o' Al o7
p— H . p— p— Dn
O Rn—l O An_]_ O Rn_]_ O Dn_]_
Véta: Kazda matice A ma vsechna vlastni Cisla
realnad a existuje R takova, ze R~'AR je diagonalni.

Podle stejného diikazu, jen je treba najit realny vlastni vektor x.
Takovy x existuje, protoze soustava (A — Al)x = 0 ma vsechny
koeficienty realné.



Ukazka
Dana A= A3 = pa,(t) = t3 — 5t% + 6t,

2(14i) —1—j
S vl. &islu \ — 2 odpovida (1,3 1)T
3 3 3
—14+i 2 7 — (£, 2 £
\ = -2 ) jenz znormalizujeme na x = (3 , 3y 3)
2 -1 -1 P AP =
Doplnime jej p T o 5| aziskame 5l o 0
3 o 3 3 3 .
na unitarni g ? 23 hermitovskou = | 0| 1 1+
3 3 3 o|fL—/i 2

Podle indukcniho predpokladu diagonalizujeme R_1A2R2 = D;:

1 14 | 14i
<f f>< | 1+,><f f) ( o)
=i _ 1) \1-; o 1 _ 1|~

N RYE / N RYE 0

‘

2 —3+4i —1-2i
Pro 1107 (i 32ﬁ fﬁ-\ pak plati: R; ' AsR; =
R: = P- - — | = J ! 200
> > 0| R, 3 3\/§_ 3\/5_ — D3 — (O O)
2 3-2i —14i 00
\3 3v3 3V3 /




