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Speciální komplexní matice
Definice: Hermitovská transpozice komplexní matice A œ Cm◊n je
matice AH œ Cn◊m kde (AH)i ,j = aj,i .
Definice: Matice A je hermitovská, pokud A = AH .
Definice: Matice A je unitární, pokud A≠1 = AH .
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Vlastnosti
Pozorování: Hermitovské matice mají reálnou úhlop�í�ku:
Pokud ai ,i = ai ,i , pak ai ,i œ R.

Pozorování: (AH)H = A, (AB)H = BHAH

Pozorování: Jestliûe je A unitární, pak AH je také unitární.
(AH)H = A = (A≠1)≠1 = (AH)≠1

Pozorování: Sou�in unitárních matic je unitární:
Pokud AH = A≠1 a BH = B≠1, pak
(AB)H = BHAH = B≠1A≠1 = (AB)≠1.
Pozorování: Unitární A spl�uje: AHA = I.
T.j. pokud x1, x2, . . . , xn jsou sloupce A,
pak (x i)Hx j = 0 pro i ”= j a (x i)Hx i = 1.

A =
| |

x1 . . . xn

| |

Fakt: Kaûd˝ x œ Cn takov ,̋ ûe xHx = 1
lze doplnit na unitární matici.

|
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Diagonalizace hermitovsk˝ch matic
V�ta: Kaûdá hermitovská matice A má vöechna vlastní �ísla reálná.
Navíc existuje unitární matice R taková, ûe R≠1AR je diagonální.

P�íklad: Diagonalizujte hermitovskou matici A =
A
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----- = (1 ≠ t)(2 ≠ t) ≠ (1 ≠ i)(1 + i) = t
2 ≠ 3t

Vlastní �ísla A jsou ⁄1 = 3 a ⁄2 = 0.
Odpovídající unitární matice
sloûená z vlastních vektor� je: R =
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Diagonalizace probíhá podle sou�inu: R≠1AR =
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Pokud obrátíme po�adí vlastních �ísel ⁄1 = 0, ⁄2 = 3, dostaneme:
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D�kaz
Indukcí podle n. V�ta platí pro n = 1. Ozna�me An = A.
V t�lese C má matice An vlastní �íslo ⁄ s vlastním vektorem x.
Zv�töíme x faktorem 1Ô

xHx , abychom dostali x spl�ující xHx = 1.
Doplníme (vizte fakt d�íve) x na unitární matici Pn.

PH
n AnPn je hermitovská (PH

n AnPn)H = PH
n AH

n (PH
n )H = PH

n AnPn.
Protoûe Anx = ⁄x, matice AnPn má ⁄x jako první sloupec.
Protoûe Pn je unitární, první sloupec PH

n AnPn je PH
n Anx =

PH
n (Anx) = PH

n (⁄x) = ⁄PH
n x = ⁄(1, 0, . . . , 0)T = (⁄, 0, . . . , 0)T .

PH
n AnPn je hermitovská ∆ ⁄ œ R a zbytek prvního �ádku je 0T .

Proto PH
n AnPn =

⁄ 0T

0 An≠1
, kde An≠1 je hermitovská.

Podle induk�ního p�edpokladu R≠1
n≠1An≠1Rn≠1 = Dn≠1

pro n�jakou unitární matici Rn≠1 a diagonální matici Dn≠1.



Poloûíme Rn = Pn ·
1 0T

0 Rn≠1
, sou�iny unitárních matic jsou

unitární. Nyní:

R≠1
n AnRn = RH

n AnRn =
1 0T

0 RH
n≠1

· PH
n AnPn ·

1 0T

0 Rn≠1
=

=
1 0T

0 RH
n≠1

·
⁄ 0T

0 An≠1
·

1 0T

0 Rn≠1
=

⁄ 0T

0 Dn≠1
= Dn

V�ta: Kaûdá reálná symetrická matice A má vöechna vlastní �ísla
reálná a existuje ortogonální R taková, ûe R≠1AR je diagonální.

Podle stejného d�kazu, jen je t�eba najít reáln˝ vlastní vektor x.
Takov˝ x existuje, protoûe soustava (A ≠ ⁄I)x = 0 má vöechny
koeficienty reálné.
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