Gramova matice

Véta: Necht V je prostor se skalarnim soucCinem a bazi
X = (vi1,...,Vvy). Potom takzvand Gramova matice A definovani
aii = (vi|v;) spliuje: Vu,w € V : (u|lw) = [w]{ AT [u]x

Vsimnéte si, ze kdyz je X ortonormalni baze, pak A = I,.

Dtikaz: Oznaéme [u]x = (a1, ..., an) ", [W]x = (B1,...,5,)",
tj.u= ) ajviaw= ) Bjv;. Dostavame
i=1 j=1
lw) = (3 00w 3% 8w ) = 32 3 07 (wlv) = (WILAT [ulx
= j= i=1j=

Vlastnosti Gramovy matice:

> Z (vi|v;) = (vj|v;) mame a; = aj;, t.j. matice je hermitovska
» Z (u|lu) > 0 pro u # 0 mame [u]ZAT[u]x > 0.



Pozitivné definitni matice

Definice: Pokud hermitovska matice A radu n vyhovuje
Vx € C"\ 0: x"Ax > 0, pak je matice

Aplikace:

» Hledani extrémi realné funkce vice proménnych
— je-li (tzv. ) matice ziskana parcialnimi derivacemi
druhého radu pozitivné definitivni, pak jde o lokalni minimum.

» Rozsireni optimalizacnich programi.

. Ve H
P¥iklad: (1 2) ... ale jak Ize podminku x""Ax > 0

2 5 ové&Fit pro véechna x € C?\ 07

Cviceni: Ukazte, ze pokud A, B jsou pozitivné definitni stejného
tadu, pak A+ B a A1 jsou také pozitivné definitn.



Charakteristika pozitivné definitnich matic

Véta: Pro hermitovskou matici A jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

1. A je pozitivné definitivni féﬂ//g/%o //;Zé/

2. A ma vsechna vlastni Cisla kladna
3. Existuje regularni matice U takova, 2@
Dikaz: 1 = 2 : Protoze A je hermitovska, ma vlastni Cisla realna.

Necht x je netrivialni vlastni vektor odpovidajici vlastnimu Cislu A.
Potom 0 < x7Ax = Ax"x = \(x|x). Z {x|x) > 0 mame \ > 0.

2 = 3 : Protoze A je hermitovska, existuji unitarni R a diagonalni
D takové, 2e A = R"DR. Vezméme diagonalni D - d,, — /d;; a

U = DR. Nyni UHU = (DR)"DR = RFD"DR = R""DR = A.
U je regularni, protoze unitarni i diagonalni matice jsou regularni.

3=1:Pokud x € C"\ 0, pak Ux # 0, jprotoze U je regularni.
Nyni: x" Ax = x" U" Ux = (Ux)" Ux =\ (Ux|Ux) > 0.
Al 0 D=D N /57 » DO =0



Choleského rozklad

Véta: Pro kazdou pozitivné definitni matici A existuje

horni trojuhelnikova matice U s kladnou diagonalou takova, ze
A = U"U. Matice U se nazyva

Input: Hermitovska matice A
Output: Choleského rozklad U, pokud je A pozitivné definitni

fori=1,....n do
i—1

Ujj = A/ dji — Z Ui Ui
k=1

if uj; ¢ RT then STOP, A neni pozitivné definitivni;
for j=i+1,....n do

i—1
— 1 T
Uj = - <3ij - 2. UkiUkj>

k=1

end
end
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Priklad — Choleského rozklad

2 1 0 -1
1 2
Pro danou hermitovskou ) :1)>
matici A urcete horni ‘U )
trojuhelnikovou  matici -
U s kladnou diagonélou U ‘A i . g ; (2) 22
splnujici: A = utu D e S
—-13 1 3|—-22 7 20
0 1
i—1 2 i1 3
i = [ g T 7 Wi ( -2 “k"“kf> ?
f=1 k=1




Spravnost vypoctu Choleského rozkladu

Predpokladejme, ze algoritmus selze x

b&hem i-té iterace, tj. o < u"u.

Mame aa=U"u.

Necht x" =| %7 |1]0---0 |kde x = —-U"'u.

Nyni x" Ax =

=x"Ax + xMa+ a" 5‘<+a

= (—U1u)" (— U Lu)+
(—I.Nl_lu)H(lNJHu) ( u)(— U- Lu)+a

—uvlu—uvlu—uvu+a=a—-—uvlu<0

Proto A neni pozitivné definitni.
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Rekurentni podminka [T 4A

Véta: Blokova matice A = N
al A

je pozitivné definitni,

pravé kdyZ o > 0 a matice A — Laa" je pozitivné definitni.

Pozorovani: Gaussova eliminace prvniho sloupce pomoci prvniho

84

al o al

radku dava v hermitovské matici:

d

~

A 0 A—éaaH

Ukazka:

4120 —1 412 0 —1
(2222\ (0123\
025 7 |7 lol25s 7
\-127 2/ \o¢7 2




Rekurentni podminka [T 4A

Veéta: Blokova matice A = P je pozitivné definitni,
a

pravé kdyz o > 0 a matice A — taa'l je pozitivng definitn.
Disledek: Pozitivné definitni matice lze rozpoznat Gaussovou
eliminaci, ale sloupce je treba eliminovat shora dolii odecitanim

vhodnych nasobkll radku s pivotem od radkid pod nim,
tzn. nesmi se ménit poradi radkl ani radky nasobit skalarem.

Pokud ma vysledna horni trojahelnikova matice kladnou diagonalu,
pak byla plvodni matice pozitivné definitni.

Ukazka

N RN T AR

2 112 2
025 7 |7 lo2s 7|77 12 |77 1] 2
\-112720) \0g72) \vo2%) \0ool¥



Rekurentni podminka [T 4A

Veéta: Blokova matice A = P je pozitivné definitni,
a

pravé kdyz o > 0 a matice A — taa'l je pozitivng definitn.
Disledek: Pozitivné definitni matice lze rozpoznat Gaussovou
eliminaci, ale sloupce je treba eliminovat shora dolii odecitanim

vhodnych nasobkll radku s pivotem od radkid pod nim,
tzn. nesmi se ménit poradi radkl ani radky nasobit skalarem.

Pokud ma vysledna horni trojahelnikova matice kladnou diagonalu,
pak byla plvodni matice pozitivné definitni.

Ukazka:

4 20 —1 420 —1 420 —1 420 —1
(2222\ (0123\ /0123\ (0123\
0 25 7| 7 lo2s 771001 2| loo1 2
\-1272/) \os72) \oo22Z/) \ooo 2/



Rekurentni podminka [T 4A

Veéta: Blokova matice A = P je pozitivné definitni,
a

pravé kdyZ o > 0 a matice A — Laa" je pozitivné definitni.
Dikaz: <= Prox € C"\ 0 znadé. x" =|x; | X" | xx € C,x € C" 1.

o | at X1 _

x"Ax =|x; | X1 | a [ = axi;xi+x X" a+xral’x4+-x" Ax
a X - - - -
—éxHaaHx -+ éxHaaHx

= xH(A - Laa)x + (\/axz + %%Ha)(\/axl + %a”f()
Oba séitance jsou nezaporné: A — éaaH je pozitivné definitni;
nasleduje standardni skalarni soucin vektoru samého se sebou.
Alespon jeden je ryze kladny, jinak x = 0. Tedy x Ax > 0.

= Pro x € C"1\ 0 vezmeme x; = —éaH)"( ax’ =|x |xT|

Dle naseho vybéru: .
Nyni 0 < x"Ax = xH(A — Laa")x +0-
Proto A — éaaH je pozitivné definitni.

Téz
el"Ael = o > 0.



Sylvesterova podminka

Véta: Hermitovskd matice A radu n je pozitivné definitni, pravé

kdyz matice A4, ..., A, maji kladné determinanty, kde A; se
sestava z prvnich i radki a sloupci A.
Ukéazka: A 2 0 -1

2 2 2 2

Al = |Ay| = 0 o 5 7 =38 >0
-1 2 7 20
4 2 0
A3|=|2 2 2|=4>0
0 2 5
4 2
‘Az’ =5 o | = 4 >0

Ar| = det(4) = 4 >0

Vsechny determinanty jsou kladné, proto je A je pozitivné definitni.



Sylvesterova podminka

Véta: Hermitovskd matice A radu n je pozitivné definitni, pravé
kdyz matice A4, ..., A, maji kladné determinanty, kde A; se
sestava z prvnich /i rddkl a sloupci A.

Diikaz: Pouzijeme Gaussovu eliminaci A ~~ A’ pro test, zda je A
pozitivné definitni. Necht a1, ..., a, jsou prvky na diagonale
vysledné horni trojahelnikové matice A’.
Protoze jsme eliminovali radky shora doli,
mame det(A,-) = det(Af) = o = det(A;_l)a;.

j<i

A je pozitivné definitni < «aq,...,a, >0
< det(A1),...,det(A,) > 0.
Ukazka:

4 20/ -1 [ 20 -1/ [ 27 0] -1] [ 2] 0] -1
Ao fl2 202/ 2| fo1f2 5] Jo12 5| foi1l 2| 3|A
As llo 25/ 7| (025 7| |00 1] 2| oo 1] 2|A;
Ar|-1 27 20| 037 2 joo2 Z| joo0o0 LA




