
Gramova matice

V�ta: Nech� V je prostor se skalárním sou�inem a bazí
X = (v1, . . . , vn). Potom takzvaná Gramova matice A definovaná
aij = Èvi |vjÍ spl�uje: ’u, w œ V : Èu|wÍ = [w ]H

X
AT [u]X

Vöimn�te si, ûe kdyû je X ortonormální báze, pak A = In.

D�kaz: Ozna�me [u]X = (–1, . . . , –n)T , [w ]X = (—1, . . . , —n)T ,
t.j. u =

nq
i=1

–ivi a w =
nq

j=1
—jvj . Dostáváme

Èu|wÍ =
=

nq
i=1

–ivi

----
nq

j=1
—jvj

>
=

nq
i=1

nq
j=1

–i—jÈvi |vjÍ = [w ]H
X

AT [u]X

Vlastnosti Gramovy matice:
I Z Èvi |vjÍ = Èvj |viÍ máme aij = aji , t.j. matice je hermitovská

I Z Èu|uÍ > 0 pro u ”= 0 máme [u]H
X

AT [u]X > 0.

 



Pozitivn� definitní matice

Definice: Pokud hermitovská matice A �ádu n vyhovuje
’x œ Cn \ 0 : xHAx > 0, pak je matice pozitivn� definitní.

Aplikace:
I Hledání extrém� reálné funkce více prom�nn˝ch

— je-li (tzv. Hessova) matice získaná parciálními derivacemi
druhého �ádu pozitivn� definitivní, pak jde o lokální minimum.

I Rozöí�ení optimaliza�ních program�.

P�íklad:
A

1 2
2 5

B
. . . ale jak lze podmínku xHAx > 0

ov��it pro vöechna x œ C2 \ 0?

Cvi�ení: Ukaûte, ûe pokud A, B jsou pozitivn� definitní stejného
�ádu, pak A + B a A≠1 jsou také pozitivn� definitní.



Charakteristika pozitivn� definitních matic
V�ta: Pro hermitovskou matici A jsou následující podmínky
ekvivalentní:

1. A je pozitivn� definitivní
2. A má vöechna vlastní �ísla kladná
3. Existuje regulární matice U taková, ûe A = UHU

D�kaz: 1 ∆ 2 : Protoûe A je hermitovská, má vlastní �ísla reálná.
Nech� x je netriviální vlastní vektor odpovídající vlastnímu �íslu ⁄.
Potom 0 < xHAx = ⁄xHx = ⁄Èx|xÍ. Z Èx|xÍ > 0 máme ⁄ > 0.

2 ∆ 3 : Protoûe A je hermitovská, existují unitární R a diagonální
D takové, ûe A = RHDR. Vezm�me diagonální D̃ : d̃ii =

Ô
dii a

U = D̃R. Nyní UHU = (D̃R)HD̃R = RHD̃HD̃R = RHDR = A.
U je regulární, protoûe unitární i diagonální matice jsou regulární.

3 ∆ 1 : Pokud x œ Cn \ 0, pak Ux ”= 0, protoûe U je regulární.
Nyní: xHAx = xHUHUx = (Ux)HUx = ÈUx|UxÍ > 0.1
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Choleského rozklad
V�ta: Pro kaûdou pozitivn� definitní matici A existuje unikátní

horní trojúhelníková matice U s kladnou diagonálou taková, ûe
A = UHU. Matice U se naz˝vá Choleského rozklad.

Input: Hermitovská matice A
Output: Choleského rozklad U, pokud je A pozitivn� definitní
for i = 1, . . . , n do

uii =
Û

aii ≠
i≠1q

k=1
ukiuki

if uii /œ R+
then STOP, A není pozitivn� definitivní;

for j = i + 1, . . . , n do

uij = 1
uii

A

aij ≠
i≠1q

k=1
ukiukj

B

end

end
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P�íklad — Choleského rozklad

Pro danou hermitovskou
matici A ur�ete horní
trojúhelníkovou matici
U s kladnou diagonálou
spl�ující: A = UHU

U
UH A

2 1 0 ≠1
0 1 2 3
0 0 1 1
0 0 0 3

2 0 0 0
1 1 0 0
0 2 1 0

≠1 3 1 3

4 2 0 ≠2
2 2 2 2
0 2 5 7

≠2 2 7 20

uii =

Û

aii ≠
i≠1q
k=1

uki uki

2 1 0 ≠1
0 1 2 3
0 0 ? .
0 0 0 .

2 0 0 0
1 1 0 0
0 2 ? 0

≠1 3 . .

4 2 0 ≠2
2 2 2 2
0 2 5 7

≠2 2 7 20

uij = 1
uii

A
aij ≠

i≠1q
k=1

uki ukj

B 2 1 0 ≠1
0 1 2 3
0 0 1 ?

0 0 0 .
2 0 0 0
1 1 0 0
0 2 1 0

≠1 3 . .

4 2 0 ≠2
2 2 2 2
0 2 5 7

≠2 2 7 20



Správnost v˝po�tu Choleského rozkladu

P�edpokládejme, ûe algoritmus selûe ú
b�hem i-té iterace, tj. – Æ uHu.
Máme Ã = ŨHŨ a a = ŨHu.

U Ũ

UH

ŨH

i

i

u

uH
Ã a
aH ↵

A0

0

*

*

Nech� xT = x̃T 1 0 · · · 0 kde x̃ = ≠Ũ≠1u.

Nyní xHAx =
= x̃HÃx̃ + x̃Ha + aH x̃ + –
= (≠Ũ≠1u)H(ŨHŨ)(≠Ũ≠1u)+

(≠Ũ≠1u)H(ŨHu)+(ŨHu)H(≠Ũ≠1u)+–
= uHu ≠ uHu ≠ uHu + – = – ≠ uHu Æ 0

Proto A není pozitivn� definitní.

x̃

x̃H

Ã a
aH ↵

A

x

xH 1

1

Ãx̃+ a
aH x̃+ ↵

0irrelevant

xHAx



Rekurentní podmínka
V�ta: Bloková matice A =

– aH

a Ã
je pozitivn� definitní,

práv� kdyû – > 0 a matice Ã ≠ 1
–aaH je pozitivn� definitní.

Pozorování: Gaussova eliminace prvního sloupce pomocí prvního

�ádku dává v hermitovské matici:
– aH

a Ã
≥≥

– aH

0 Ã ≠ 1
–aaH

Ukázka:
0

BB@

4 2 0 �1
2 2 2 2
0 2 5 7
�1 2 7 20

1

CCA⇠⇠

0

BB@

4 2 0 �1
0 1 2 5

2
0 2 5 7
0 5

2 7 79
4

1

CCA

D�kaz: ≈ Pro x œ Cn \ 0 zna�. xT = x1 x̃T , x1 œ C, x̃ œ Cn≠1.

xHAx = x1 x̃H ·
– aH

a Ã
·

x1
x̃

= –x1x1+x1x̃Ha+x1aH x̃+x̃HÃx̃
≠ 1

– x̃HaaH x̃ + 1
– x̃HaaH x̃

= x̃H(Ã ≠ 1
–aaH)x̃ + (

Ô
–x1 + 1Ô

–
x̃Ha)(

Ô
–x1 + 1Ô

–
aH x̃)

Oba s�ítance jsou nezáporné: Ã ≠ 1
–aaH je pozitivn� definitní;

následuje standardní skalární sou�in vektoru samého se sebou.
Alespo� jeden je ryze kladn ,̋ jinak x = 0. Tedy xHAx > 0.

∆ Pro x̃ œ Cn≠1 \ 0 vezmeme x1 = ≠ 1
–aH x̃ a xT = x1 x̃T .

Dle naöeho v˝b�ru:
Ô

–x1 + 1Ô
–

aH x̃ = 0.
Nyní 0 < xHAx = x̃H(Ã ≠ 1

–aaH)x̃ + 0 · 0
Proto Ã ≠ 1

–aaH je pozitivn� definitní.

Téû
e1HAe1 = – > 0.



Rekurentní podmínka
V�ta: Bloková matice A =

– aH

a Ã
je pozitivn� definitní,

práv� kdyû – > 0 a matice Ã ≠ 1
–aaH je pozitivn� definitní.

D�sledek: Pozitivn� definitní matice lze rozpoznat Gaussovou
eliminací, ale sloupce je t�eba eliminovat shora dol� ode�ítáním
vhodn˝ch násobk� �ádku s pivotem od �ádk� pod ním,
tzn. nesmí se m�nit po�adí �ádk� ani �ádky násobit skalárem.
Pokud má v˝sledná horní trojúhelníková matice kladnou diagonálu,
pak byla p�vodní matice pozitivn� definitní.

Ukázka:
0

BB@

4 2 0 �1
2 2 2 2
0 2 5 7
�1 2 7 20

1

CCA⇠⇠

0

BB@

4 2 0 �1
0 1 2 5

2
0 2 5 7
0 5

2 7 79
4

1

CCA⇠⇠

0

BB@

4 2 0 �1
0 1 2 5

2
0 0 1 2
0 0 2 27

2

1

CCA⇠⇠

0

BB@

4 2 0 �1
0 1 2 5

2
0 0 1 2
0 0 0 19

2

1

CCA

D�kaz: ≈ Pro x œ Cn \ 0 zna�. xT = x1 x̃T , x1 œ C, x̃ œ Cn≠1.

xHAx = x1 x̃H ·
– aH

a Ã
·

x1
x̃

= –x1x1+x1x̃Ha+x1aH x̃+x̃HÃx̃
≠ 1

– x̃HaaH x̃ + 1
– x̃HaaH x̃

= x̃H(Ã ≠ 1
–aaH)x̃ + (

Ô
–x1 + 1Ô

–
x̃Ha)(

Ô
–x1 + 1Ô

–
aH x̃)

Oba s�ítance jsou nezáporné: Ã ≠ 1
–aaH je pozitivn� definitní;

následuje standardní skalární sou�in vektoru samého se sebou.
Alespo� jeden je ryze kladn ,̋ jinak x = 0. Tedy xHAx > 0.

∆ Pro x̃ œ Cn≠1 \ 0 vezmeme x1 = ≠ 1
–aH x̃ a xT = x1 x̃T .

Dle naöeho v˝b�ru:
Ô

–x1 + 1Ô
–

aH x̃ = 0.
Nyní 0 < xHAx = x̃H(Ã ≠ 1

–aaH)x̃ + 0 · 0
Proto Ã ≠ 1

–aaH je pozitivn� definitní.

Téû
e1HAe1 = – > 0.
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0 2 5 7
0 5

2 7 79
4
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0 1 2 5
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–aaH)x̃ + (

Ô
–x1 + 1Ô
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je pozitivn� definitní,

práv� kdyû – > 0 a matice Ã ≠ 1
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Sylvesterova podmínka
V�ta: Hermitovská matice A �ádu n je pozitivn� definitní, práv�
kdyû matice A1, . . . , An mají kladné determinanty, kde Ai se
sestává z prvních i �ádk� a sloupc� A.

Ukázka:

|A| = |A4| =

---------

4 2 0 ≠1
2 2 2 2
0 2 5 7

≠1 2 7 20

---------

= 38 > 0

|A3| =

-------

4 2 0
2 2 2
0 2 5

-------
= 4 > 0

|A2| =
-----

4 2
2 2

----- = 4 > 0

|A1| = det(4) = 4 > 0

Vöechny determinanty jsou kladné, proto je A je pozitivn� definitní.

D�kaz: Pouûijeme Gaussovu eliminaci A ≥≥ AÕ pro test, zda je A
pozitivn� definitní. Nech� –1, . . . , –n jsou prvky na diagonále
v˝sledné horní trojúhelníkové matice AÕ.
Protoûe jsme eliminovali �ádky shora dol�,
máme det(Ai) = det(AÕ

i
) =

r
jÆi

–j = det(Ai≠1)–i .

A je pozitivn� definitní … –1, . . . , –n > 0
… det(A1), . . . , det(An) > 0.

Ukázka:



Sylvesterova podmínka
V�ta: Hermitovská matice A �ádu n je pozitivn� definitní, práv�
kdyû matice A1, . . . , An mají kladné determinanty, kde Ai se
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4 2 0 �1
2 2 2 2
0 2 5 7
�1 2 7 20

��������
=

��������

4 2 0 �1
0 1 2 5

2
0 2 5 7
0 5

2 7 79
4

��������
=

��������

4 2 0 �1
0 1 2 5

2
0 0 1 2
0 0 2 27

2

��������
=

��������

4 2 0 �1
0 1 2 5

2
0 0 1 2
0 0 0 19

2

��������

A2

A1

A3

A4

A0
2

A0
1

A0
3

A0
4


